Interrogation n°15. Baréme sur 25 pts. Evn : exos 1) & 4), séries entiéres : exos 5) a 11)

1) On considére le C-espace vectoriel C[X] des polynémes P(z) = > _}_ apaz*.

a) [1 pt] Indiquer sans justification parmi les fonctions suivantes celles qui sont des normes sur C[X] :
Ni(P) = [ao] + sup,epp [P@P@)] , Na(P) = SE25|POO)] , No(P) = max (Jaol IS}, axl).

b) [2 pts] Soit n € N. Justifier que N(P) =1/> 1, |P(k)|? est une norme sur le sev C,[X].

Indication : On suppose connues les normes usuelles sur R+,

2) [1.5 pt] On pose E = C1([0,1],R) le R-espace vectoriel des fonctions de classe C* sur [0, 1].

On considere les normes N(f) = [f(0)| +supjo 1 || et [|fll = supjoq|f]-
a) Montrer que || f||,, < N(f).
b) Montrer que || ||, et N ne sont pas équivalentes.

¢) Question supplémentaire hors-interrogation : Mémes questions avec N(f) = |f(0)| + fol ||

3) [1.5 pt] On admet la propriété de Bolzano-Weierstrass :

Dans un evn F de dim finie, de toute suite bornée, on peut extraire une suite convergente dans F.
Soit F' un sev de dimension finie dans un evn E. Soit z € E. On note d(z, F') la distance de x & F.
a) Montrer qu'il existe une suite bornée (a,)nen d’éléments de F telle que d(z, F) = lim,, 4 ||z — an]| -

b) En déduire que la distance de x a F' est atteinte : il existe a € F tel que d(x, F) = ||z — al| .

4) [2 pts] Soit N une norme sur un R-espace vectoriel E Soient z et y € E.

On pose f: R — R définie par f(t) = N(z + ty).

t
Montrer que f est convexe et déterminer limy_, 4, fi)

5) a) [1.5 pt] Soit (un)nen une suite réelle. On suppose que limy, 4 |un|1/” =\
Montrer que si A < 1, alors (uy)nen est bornée.

Montrer que si A > 1, alors limy,—, 1 o uy = +00.

1
U/n — I > 0. Montrer que le rayon de convergence R de > a,z" vaut —.

b) [1 pt] On suppose lim,_, 40 |ay| I



6) [3 pts] Les questions sont indépendantes. Les DSE usuels sont supposés connus

a) Pour 0 < ¢ < 1, calculer M = > n(1 — q)¢" L.

220+l
b) Pour |z| < 1, calculer f(z) =Y Ml
In?2 2n
c) Calculer S =320 ((nQn))' .

7) (extrait sujet écrit Mines PC). On rappelle qu’il n’existe pas de logarithme sur C.

Et que la fonction logarithme réelle est bien définie et son DSE sur | — 1, 1] est au programme !

n
. N z
Pour tout nombre complexe z vérifiant |z| < 1, on considére L(z) = :{i’i —.

n

a) [1.5 pt] Justifier brievement que ¢ : t — L(t2) est de classe C! sur [0, 1] et calculer ¢'(t).
b) [1 pt] Montrer que ¢ : t — (1 — tz) exp(L(tz)) est constante sur [0, 1] et en déduire exp (L(z)) =
c) [1.5 pt] Montrer que |L(z)| < —In(1 — |z]).

d) [0.5 pt] Montrer que la série Y, oy L(2*) converge.

8) Soit > a,z" une série entiere de rayon de convergence R vérifiant 0 < R < +o0.

a) [0.5 pt] Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que a, = O(\").

an,
— 2",

b) [0.5 pt] Déterminer le rayon R’ de la série entiere '
n!

neN
¢) [0.5 pt] () Donner sans justification le rayon R” de la séric enticre 3 a,2(™).

e’ —1 sinx
et g:x+—

9) [1 pt] On considére f: x — définies sur R*.

Montrer (brievement !) que f et g admettent des prolongements de classe C*° sur R.

cos(tz)

——— dt.
exp(t) + 1

10) [2 pts] On consideére F(z) = 0+°°

Montrer que F' est définie sur R et DSE en 0 de rayon R > 1.

11) a) [1 pt] On considere (by,),en définie par by =0 et by =1 et Yn € N, b0 = 20,11 + by,

Déterminer le rayon de convergence Ry de ) b,z".

2n+1

g1 Gl T an

b) [0.5 pt] On considére (ay,)nen définie par ag =0et a; =1 et Vn € N, a,49 =

Montrer que »_ a,z™ admet un rayon de convergence R, > 0.

c) [1 pt] () Déterminer R,.




