Interrogation n°14. Corrigé.

1) En utilisant les théorémes sur les dérivées de séries de fonctions, on a : Vn € N, a,, = = by,.

Remarque : 11 s’agit ici de dérivées a droite en 0.
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2) a) On a ch(z) = 3% (Qn)!$2 et exp <2£L'2) =y 2"(n!)$2 .
On conclut en notant que (2n)! = Hzil k <Tli<k<on k pair B =2"(n}).
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b) Onaﬁf( )(O)ZEXZL X <2X2><>< <TL—2>>: (n')2=<n)0naR:Z

3) On a R = min(v/Ro, vV R1).
En effet, (p"a,), oy est bornée ssi ((pQ)”agn)neN et ((p2)”a2n+1)n€N sont bornées.
Or, ((pQ)”agn)neN est bornée si p? < Ry et ne lest pas si p? > Rg. Et de méme avec Ry pour ((p2)”a2n+1)n€N.

An+1

4) a) On a lim, 400 = 1, donc par le critere de d’Alembert, on a R = 1.

Qn
[
b) Comme a,, ~ o la série Y a, diverge (par comparaison entre séries a termes positifs).
n
La suite (an)nen est décroissante, car a,41 = fgm cos(t)"H dt < foﬂ/Z cos(t)" dt = ay,.

Comme de plus (a,)nen tend vers 0, donc Y (—1)"a,, converge, par le critére spécial des séries alternées.
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¢) On a Vt, |zcos(t)] < 1. Ona ——— = ST ™ cos(t)™.
) | ( )| 1— $COS(t) n=0 ( )
Il s’agit donc de prouver que >0 Oﬂ/2 " cos(t)" dt = 07r/2 o0 x™ cos(t)" d.

Or, pour tout x €] — 1, 1[, la série de fonctions (en ¢) "+ 2™ cos(t)" converge normalement sur [0, 27].

Donc on peut intégrer terme a terme : OW/Z oo am cos(t) dt. = S (;7/2 x™ cos(t)™ dt.

5) a) |ei9X’ < 1, donc ¥ est d’espérance finie. Par transfert, ¢y () = > a,e™.

Soit n € N. On a ¢y (0)e ¥ = :Lr:()) a,, ek

i(n—k)o

La série de fonctions 0 — _ _yane converge normalement sur le segment [0, 27].

On peut donc intégrer terme a terme : fo% by (0) e 0 df = Y neN OQW ane k0 4o = 2ra,,.

Remarque : On a en fait ¢ (0) = Gx(e?).

b) On a @9 = X1 (i0Xn,

Comme e@%1, .| ¢®Xn sont indépendantes, E(ei5") = E(eX1). . B(e0%n), cest-a-dire ¢g (0) = ¢ (0)™
Par a), on obtient donc P(S, = k) = % OQW dx (0)" e dg.

c) On a ¢x(0) = ap + are® + ...

kO

On a | (0)] < 1, avec égalité ssi les are™® sont nuls ou ont le méme argument.

Comme ag et ay sont > 0, alors |¢px(0)| < 1 pour tout 8 €]0, 27[.

Donc pour tout 6 €]0, 27 [, lim;_, | ¢x(6)" = 0.

L on
Par convergence dominée (par la fonction constante 1), lim,, 1o P(S, = k) = o 02 0df =0.
T
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6) a) On a S, (z) et Vn € N*, S, (z) — Sp_1(z) = + -

xr—n x4+n x2-—n?

2z 1 . .
Pour 7 fixé, ——— = Ot | — |, donc (Su(x))nen converge (car la série associ¢e converge).
x2—n n



1 2
Et on a donc Vx € A, S(z) = P nl%.
-n

b) Comme S est impaire, il Sufﬁt de prouver la continuité sur R™ N A.
2z 2b 1
S nz — b2 = O+O<> <’n2) .

Soit [a,b] C RT NA. Pour n > b, Sup,ejap] |53
PHa? —n
converge normalement sur [a, b].
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Donc la série de fonctions & — > -3
% —n

On en déduit que S est continue sur RT™ N A, donc sur A.
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d)OnaS(m):;—l-R()OuR() :ﬁ%

c)OnaSy(z+1)—S,(z) =

, donc par passage a la limite, S(z + 1) — S(z) = 0.
n

—-n

Par cv normale de la série de fonctions comme au b), R est définie et continue sur | — 1, 1].
1 1

Donc S(z) = — + O(1) lorsque © — 0, donc S(x) ~ —.
x

T

7) a) > |by| ™ est une série entiére de rayon R.
La fonction z —— 3"+ |b,| 2™ est donc a fortiori continue sur | — R, R, et vaut 0 en z = 0.

Donc il existe A > 0 assez petit tel que S5 |b,| A" < 1.

b) La propriété est vraie au rang 0. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang (n — 1).

1

_ 1 .
Alors [an| < 37370 larbn—k| < 35 X520 A" bnok] < 55 X755 Ibg1 M < 55

)\n
On en déduit alors Y a,z™ est de rayon R’ > A > 0.

¢) Pour |z| < p = min(R, '), on a par produit de Cauchy, (3,75 anz™) (35,25 buz™) = 3725 (7o akba—i)

Or, par définition de ap, on a Vn € N*, 371 agby,—r = 0 et agbp = 1.

d) Par c), on a Vz €] — p, p[, f(z) = 3% a,2”
+o00 n n n—k k _ +o0 n
8) a) 37520 ko (1) lanl 120l" ™ |2]" = 32520 lan] (20| + |2])" < 400, car |z0] + |2| < R.
b) Soit z tel que |z| < R — |z|. Posons b, = (1) 25~ F2F pour k < n et by, ), = 0 sinon.
Par a), la famille (by, k) (n k)en2 est sommable, car S S o (V) an| 20" 7% |2 = 300 ST bl -
Par Fubini, on a donc 3120 370 p, =SSy,
Or, g(2) = 525 anlz0 +2)" = 32,5 Sig (k)anzg Fk = 3020 s b,
Donc g(z) = Y320 S0 b = S50 S0 (D anzg F2F = 3020 bz, avee b, = 35020 (Danzg "

On en déduit que g est DSE de rayon Ry > R — |zg| > 0.



