Interrogation n°14. Baréme sur 25.5 pts

1) [0.5 pt] Soient (ay)nen €t (bn)nen telles que Vt € [0, 1], :{i% ant" = Z:(’) b, t™.
Donner sans le justifier un argument (du cours) prouvant que Vn € N, a,, = by,.

On pose Vt € [0, 1], f(t) = 320 ant™

2) Les deux questions sont indépendantes.
1
a) [1 pt] En utilisant les DSE, montrer que Vz € [0, +oo[, ch(z) < exp <2x2> .

b) [1.5 pt] Donner sans justification le DSE de f(z) = et son rayon R de convergence.

1
Vv1—dx
3) [2 pts] On note Ry et Ry les rayons de convergence respectifs de > ag,2" et > agp+12".

Exprimer a 'aide de Rg et R le rayon de convergence R de ) a,z". Justifier votre réponse.

I
4) Pour n € N, on pose a,, = foﬂﬂ cos(t)" dt. On admet que ap, ~ 4/ o lorsque n tend vers +oo.
n
a) [0.5 pt] Donner le rayon de convergence R de la série entiére Y a,x", en justifiant briévement votre réponse.

b) [1.5 pt] La série > apz™ converge-t-elle lorsque z = R 7 lorsque © = —R ?

/2 1

—— dt.
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c) [1.5 pt] Soit = €] — 1, 1[. Montrer avec soin que Y0 a,z" =

5) a) [1.5 pt] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Z. On pose ¢y (0) = E(e?X) et Vk € Z, ar = P(X = k).

. 1 .
Montrer que e?X est d’espérance finie et que Vk € Z, aj, = 5 2m by (0) e 0 dp.

or J0

Remarque : Les théorémes sur les séries de fonctions sont valables pour les séries indexées par Z.

b) [1 pt] Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires entiéres indépendantes et de méme loi que X.
On pose S, = X1+ Xo + ... + X,,.

Montrer que Vn € N*, Vk € N, P(S,, = k) = % 027r bx(0)" e~ qg.

c) [2 pts] On suppose ag > 0 et a; > 0. Montrer que Vk € N, lim,, 1o P(S, = k) = 0.

1
6) On pose A =R\ Z. On pose Vn € N, Vo € A, Sp(x) =>7_ R
- _
a) [1 pt] Montrer que pour tout = € A, (S,,(z))nen converge. On pose S(x) = lim,,—, o0 Sp ().
b) [2 pts] Montrer que S est continue sur A.

Remarque : Vu une certaine propriété de S, on pourra se limiter & R™ N A.

¢) [1 pt] Montrer que S est périodique de période 1.



1
d) [1 pt] Montrer que S(z) ~ — lorsque z tend vers 0 dans A.
T

7) Soit g ;] — R, R[— R une fonction définie par une série entiére : g(x) = 120 b,a™, avec .
On suppose de plus que .
a) [1 pt] Montrer qu'il existe A > 0 tel que >3 [bu| A™ < 1.

b) [1 pt] On considére la suite (a,)nen définie par :

ag=1 et VYn e N*, an:—Zakbn_k

Montrer que Vn € N, |a,| < —. Qu’en déduire quant au rayon de convergence R’ de la série entiere Y a,z™ ?

1
)\n
c) [1.5 pt] En déduire qu’il existe p > 0 tel que Yz €] — p, pl, ( 25 anaz") (E+°° bpa") = 1.

1
d) [0.5 pt] En déduire que f : 2 — —— est définie au voisinage en 0 et que f est DSE en 0.

g9(z)

8) [1.5 pt] Soit f(z) = >_'2% a,2" une série entiere de rayon R > 0. Soit zo tel que |29| < R.
a) Soit z € C tel que |z| < R — |20|. Montrer que 320 (Zk o (3) lanl Y |z|k> converge.
b) On considere g(z) = f(z0 + 2).

En utilisant les propriétés sur les familles sommables, montrer que g est DSE au voisinage de z = 0.



