
Interrogation no14. Barème sur 23.5 pts

1) [0.5 pt] Soient (an)n2N et (bn)n2N telles que 8t 2 [0; 1[,
P+1
n=0 ant

n =
P+1
n=0 bnt

n:

Donner sans le justi�er un argument (du cours) prouvant que 8n 2 N, an = bn:

On pose 8t 2 [0; 1[, f(t) =
P+1
n=0 ant

n:

2) Les deux questions sont indépendantes.

a) [1 pt] En utilisant les DSE, montrer que 8x 2 [0;+1[, ch(x) � exp
�
1

2
x2
�
:

b) [1.5 pt] Donner sans justi�cation le DSE de f(x) =
1p
1� 4x

et son rayon R de convergence.

3) [2 pts] On note R0 et R1 les rayons de convergence respectifs de
P
a2nz

n et
P
a2n+1z

n:

Exprimer à l�aide de R0 et R1 le rayon de convergence R de
P
anz

n: Justi�er votre réponse.

4) Pour n 2 N, on pose an =
R �=2
0 cos(t)n dt: On admet que an �

r
�

2n
lorsque n tend vers +1:

a) [0.5 pt] Donner le rayon de convergence R de la série entière
P
anx

n, en justi�ant brièvement votre réponse.

b) [1.5 pt] La série
P
anx

n converge-t-elle lorsque x = R ? lorsque x = �R ?

c) [1.5 pt] Soit x 2]� 1; 1[. Montrer avec soin que
P+1
n=0 anx

n =
R �=2
0

1

1� x cos(t) dt:

5) a) [1.5 pt] Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Z. On pose �X(�) = E(ei�X) et 8k 2 Z, ak = P (X = k).

Montrer que ei�X est d�espérance �nie et que 8k 2 Z, ak =
1

2�

R 2�
0 �X(�) e

�ik� d�:

Remarque : Les théorèmes sur les séries de fonctions sont valables pour les séries indexées par Z.

b) [1 pt] Soit (Xn)n2N� une suite de variables aléatoires entières indépendantes et de même loi que X.

On pose Sn = X1 +X2 + :::+Xn.

Montrer que 8n 2 N�, 8k 2 N, P (Sn = k) =
1

2�

R 2�
0 �X(�)

n e�ik� d�:

c) [2 pts] On suppose a0 > 0 et a1 > 0. Montrer que 8k 2 N, limn!+1 P (Sn = k) = 0:

6) On pose � = R n Z. On pose 8n 2 N, 8x 2 �, Sn(x) =
Pn
k=�n

1

x� k :

a) [1 pt] Montrer que pour tout x 2 �, (Sn(x))n2N converge. On pose S(x) = limn!+1 Sn(x):

b) [2 pts] Montrer que S est continue sur �:

Remarque : Vu une certaine propriété de S, on pourra se limiter à R+ \�.

c) [1 pt] Montrer que S est périodique de période 1.



d) [1 pt] Montrer que S(x) � 1

x
lorsque x tend vers 0 dans �.

7) Soit g :]�R;R[! R une fonction dé�nie par une série entière : g(x) =
P+1
n=0 bnx

n, avec R > 0 :

On suppose de plus que b0 = 1 .

a) [1 pt] Montrer qu�il existe � > 0 tel que
P+1
n=1 jbnj�n � 1.

b) [1 pt] On considère la suite (an)n2N dé�nie par :

a0 = 1 et 8n 2 N�, an = �
n�1X
k=0

akbn�k

Montrer que 8n 2 N, janj �
1

�n
: Qu�en déduire quant au rayon de convergence R0 de la série entière

P
anx

n ?

c) [1.5 pt] En déduire qu�il existe � > 0 tel que 8x 2]� �; �[,
�P+1

n=0 anx
n
� �P+1

n=0 bnx
n
�
= 1:

d) [0.5 pt] En déduire que f : x 7�! 1

g(x)
est dé�nie au voisinage en 0 et que f est DSE en 0.

8) [1.5 pt] Soit f(z) =
P+1
n=0 anz

n une série entière de rayon R > 0. Soit z0 tel que jz0j < R.

a) Soit z 2 C tel que jzj < R� jz0j. Montrer que
P+1
n=0

�Pn
k=0

�
n
k

�
janj jz0jn�k jzjk

�
converge.

b) On considère g(z) = f(z0 + z):

En utilisant les propriétés sur les familles sommables, montrer que g est DSE au voisinage de z = 0:


