Interrogation n°13. Corrigé

T
1) Pour tout = > 0, la suite n — In (1 + —) est décroissante, positive et converge vers 0.
n

L’existence de f(z) résulte donc du critére spécial des séries alternées.

Le reste Ry (z) = > ;%0 1 (=1)"1In (1 + %) vérifie |Ry,(z)| < In (1 + - i 1) < %, car In(1 +u) < u.

Donc sur tout segment [0,al, |Ry,(z)| < —. On en déduit que la série converge uniformément sur [0, a).

a
n
On en déduit que f est continue sur [0, +o0].

2) exp(tX) est bornée donc d’espérance finie. Posons Vn € N, a,, = P(X = z,,).

Par le théoréme du transfert, on a L(t) = Y. a,, exp(tz,). Posons f,(t) = a, exp(tz,).

On aVpeN, fT(Lp) (t) = anzh exp(txy).

Soit p > 0. On a Vt € [—p, pl, |anxh exp(tz,)| < anp? exp(pr) = O(ay).

La série de fonctions ) f,Sp ) converge normalement sur tout segment [—p, p].

On en déduit que L est de classe C™ sur R, et L®)(t) = Zi% anh exp(tzy,).

En particulier, L) (0) = >0 a,,ah = E(XP).

3) a) Ona E(Z;) =0et V(Zy) =1, donc E(X) =0 (par linéarité) et V(X) = n (car les Zj sont non corrélées).
On a P(X =n—2k)=2""(}).

b) Yho(n—2k)2(}) =2" Y1 _o(n — 2k)2P(X =n — 2k) = 2"E(X?) = 2"V (X) = n2".

4)a)Ona P(X, =0 | Xp-1=0)=P(X, = X1 | Xpno1 =0) = P(X), = Xp1) car X, = X1 et Xppg
indépendants.

Donc P(X, =0| X,,-1=0)=¢q. Dou P(X,, =1| X1 =0)=1—qg=p.

On en déduit que X, et X,,_1 ne sont pas indépendantes (sauf dans le cas ou p = ¢ = %)

b) P Xo=X1=Xo=...=X,,) = P(Xo=X1,X1 = Xo,..., Xp_1 = Xpn).

Comme les événements (X; = X;_1) sont mutuellement indépendants, alors s,, = ¢".

c) Le nombre de modifications suit une loi binomiale de parameétre p, donc 7, = (Z) gk,

d) Xo = X, ssi le nombre de modifications est pair, donc T'= ), pair Tk

Or, (p+q)"+ (=" =24 pair (1P ¢" ", donc T = 5((p+ )"+ (p—q)") = 5(1+ (1 —2p)").

Donc limy,— 400 T = % (puisque |1 — 2p| < 1).

Remarque : On peut aussi résoudre d) en reconnaissant une chaine de Markov de matrice de transition A =

(g 2) de valeurs propres A\=p+¢g=1et p=p—qe€ —|1,1[.

5) Montrons que P(S=j | N=n+1)= <Tjn> P(S=j|N=n)+ (1_]._m1> P(S=j—1|N=n).
En effet : on note S,, = card{ X1, ..., X,,}.

OnaP(S=j|N=n)=P(S,=7|N=n)=P(S, =j) car S, est indépendante de N.

On cherche donc & exprimer P(S,4+1 = j) en fonction de P(S,, = j) et P(S, =j —1).

Si Sp+1 = J, alors nécessairement S, vaut j ou (j — 1). donc par la formule des probabilités totales :

Or, P(Sn+1:j):P(Sn+1:j|Sn:j) P(Sn:j)+P(Sn+1:j|Sn:j_1) P(Sn:j—l)-



Or, P(Sps1 =4 | Sp=j) = P(Xps1 € {X1, ., Xo} | Sp = j) = %
. . , —1
Et P(Sny1 =75 =j—1) = P(Xpq1 ¢ { X1, ... Xp} | S 23—1):1—]7‘

6) a) (Y >t)=Ui_;(Xx >1t), donc P(Y >t) <>}, P(X) >t).

E(X E(X
Or, par Markov, P(Xj > t) < (t k)7 donc P(Y >t) < nt()
FE
DoncP(Y<t)21—n i )

b) (Y <t) =(p_1(Xk < t), donc par indépendance, P(Y < t) < []i_; (X < 1).

Or, P(Xp>t)>1— E(tX) >0 (car t > F(X)), donc P(Y <t) < (1— E(tX)>”

7) M est diagonalisable ssi X =0 ou X # XY, doncssi X =0ou (X #0et Y = —1).
1

2(1—1—6_)‘).

1
Comme les v.a. sont indépendantes et les événements disjoints, p = e~ + 5(1 - e‘A) =

1
Variante : M n’est pas diagonalisable ssi X #0et Y =1,donc 1 —p = 5(1 —e).

8) a) (i) On prend X de loi B(r), car ((q + p2z)")* = (¢ + pz)™.
On peut aussi le prouver en utiliser Y de méme loi qu'une somme de kr v.a. de Bernoulli B(p) indépendantes, et

qu’on regroupe par paquets de r variables aléatoires.

A
(ii) On prend X de loi de Poisson P <k>

A A
b) Supposons par l'absurde qu’il existe x ¢ [—k, IJ tel que P(X =x) > 0.

Alors P(Y = kA) > P(X1 =,..., Xz = 2) = P(X = 2)F > 0, ce qui contredit P(Y € [~A, A]) = 1.
On adonc V(Y) =kV(X) <kE(X?) <k (?)2 A
c¢) Supposons Y bornée : il existe A tel que P(Y € [-A, A]) = 1.

Par b), pour tout k € N*, on a V(Y) < ;, donc V(Y) = 0. Autrement dit, Y est presque stirement constante.
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9) a) Par Markov, P(|Y,| >¢) = P(Y,; >¢%) < 4 = Donc P(|Y,| >¢) =0 il

b) Aen = UanOYn’ > ¢), donc P(Ac ) < Z—I;;X:z (1Yn] > ¢).

Comme P(|Y,| >¢) =0 <7112>, alors la série converge et le reste tend vers 0.

Donc limy,— 4 P(4A: ) = 0, donc limy,— oo P(4A: ;) = 1.

¢) Ona E(S;) =32, i py B(XiX; X, X))

On a E(X;X;X,X;) =0 dés que 'un des i, j, k,[ est distinct de tous les autres. Il reste donc :

- les cas ou ils sont tous égaux : n possibilités
- les cas ou (4,7, k,l) est constitué de deux paires d’éléments distincts: il y a (g) (;1) possibilités : on choisit les

deux éléments distincts, puis les deux positions du plus petit d’entre eux.

Donc E(S%) =nE(X*) + (3) (5) E(X?)? = O(n?).

d)Ona B = ﬂp21 Un>1 Apn-

(Apn)n>1 est croissante, alors par continuité croissante lim,,—, o P (Un>1 Ap,n> = limy, 400 P(Apn) = 1.
Par continuité décroissante, on a donc aussi P(B) = limp_, o P (Un21 Ap’n) =1.

Donc presque stirement, limy, o Y, = 0.



