
Interrogation no10. Corrigé

1) Par Cauchy-Schwarz, hx; yi � kxk kyk = kxk : Lorsque x 6= �!0 , il y a égalité pour y = x

kxk 2 S.

On en déduit que dans tous les cas m = kxk :

2) On dé�nit (e1; :::; en) par récurrence forte : 8k 2 f1; :::; ng; bk = ak �
Pk�1
i=1 hak; eii ei et ek =

bk
kbkk

:

Remarque : En particulier, b1 = a1:

3) a) On a s =
Pp
j=1

�Pn
i=1 hei; fji

2
�
=
Pp
j=1 kfjk

2 = p:

b) On sait que d(ei; F ) = kyk, où y =
Pp
j=1 hei; fji fj projeté orthogonal de ej sur F? = Vect(e1; :::; ep).

Donc d(ej ; F )2 =
Pp
j=1 hei; fji

2, et ainsi par a),
Pn
i=1 d(ej ; F )

2 = p:

La valeur moyenne des d(ei; F )2 vaut
p

n
, donc il existe i 2 [[1; n]] tel que d(ei; F )2 �

p

n
.

4) a) Résulte de hx+ y; x� yi = kxk2 � kyk2 :

b) Il s�agit de prouver que pour tous x et y 2 S, ku(x)k = ku(y)k :

Or, on a kxk = kyk = 1, donc hx+ y; x� yi = 0, donc hu(x+ y); u(x� y)i = 0:

Par linéarité de u, on en déduit hu(x) + u(y); u(x)� u(y)i = 0, c�est-à-dire ku(x)k = ku(y)k :

c) Pour tout x non nul, on a





u� x

kxk

�



 = �, donc ku(x)k = � kxk, d�où kv(x)k = kxk :
Donc v conserve la norme, c�est-à-dire v 2 O(E). Remarque : On dit que u = �v est une similitude.

5) a) Soient (x; y) 2 E1 � E�1:

Comme u 2 O(E), alors hu(x); u(y)i = hx; yi, donc �hx; yi = hx; yi, c�est-à-dire hx; yi = 0:

b) Comme u conserve la norme, alors Sp(u) � f�1; 1g:

Si u est diagonalisable, alors E1 � E�1 = E, et par a), E1 �? E�1 = E. Donc u est une symétrie orthogonale.

6) a) (i) équivaut à (ii) car UAj est la j-ième colonne de UA:

(ii) implique (iii) : Supposons UA = B, avec U 2 On(R). Alors BTB = ATUTUA = ATA, car UTU = In:

(iii) implique (ii) : Supposons ATA = BTB. Posons U = BA�1: On a bien UA = B.

Il su¢ t de prouver que U 2 On(R).

Or, on a UTU = (AT )�1(BTB)(A)�1 = (AT )�1(ATA)(A)�1 = In:

Remarque : La propriété reste vraie pour A et B 2Mn(R), mais la propriété est plus di¢ cile à prouver.

7) a) On a : y 2 (ImA)? ssi 8x 2 Rp, (Ax j y) = 0 ssi 8x 2 Rp, (x j AT y) = 0 ssi AT y = 0:

b) kAx� bk est minimal ssi Ax est le projeté orthogonal de b sur ImA. Donc � n�est pas vide.

De plus, on a x 2 � ssi Ax� b 2 (ImA)?, ssi AT (Ax� b) = 0, ssi ATAx = AT b.

Remarque : Comme Im(ATA) = Im(AT ), il existe x0 tel que ATAx0 = AT b : on retrouve � non vide.



De plus, � = x0 +Ker(ATA) = x0 +Ker(A).

8) a) L�application ' : E ! R z 7�! detB(x; y; z) est une forme linéaire.

Par le th de représentation des formes linéaires, il existe un unique ! tel que 8z 2 E; '(z) = h!; zi.

b) On a 8z 2 E; hy ^ x; zi = detB(y; x; z) = �detB(x; y; z) = �hx ^ y; zi = h�x ^ y; zi.

Comme z est arbitraire, y ^ x = �(x ^ y).

c) Par b), il su¢ t de prouver la linéarité en x. Soient x; x0; y 2 E et �; � 2 R.

On a 8z 2 E; h�(x ^ y) + �(x0 ^ y); zi = � detB(x; y; z) + �detB(x0; y; z) = detB(�x+ �x0; y; z).

Donc 8z 2 E; h�(x ^ y) + �(x0 ^ y); zi = h(�x+ �x0) ^ y; zi.

Comme z est arbitraire, �(x ^ y) + �(x0 ^ y) = (�x+ �x0) ^ y.

9) a) On a matricellement f : X 7�! B(ATX) = (BAT )X, donc M = BAT :

Variante : On a f(ej) = ha; eji b = ajb, donc M = (biaj)1�i�n;1�j�n = BAT :

b) On a Im f = Rb, donc rgM = 1. On a aussi le sev propre E0 = Ker f = a? hyperplan.

f est une projection ssi 1 est valeur de f , donc ssi trM = 1, c�est-à-dire
Pn
i=1 aibi = 1:

Variante : f est une projection ssi f(b) = b, donc ssi ha; bi = 1:

Autre méthode : On écrit que f � f = f . On retrouve la CNS : ha; bi = 1:

c) f projection orthogonale ssi f projection et Ker f = (Im f)?, donc ssi ha; bi = 1 et Ra = Rb.

Donc f projection orthogonale ssi d�une part a et b colinéaires de même sens et d�autre part kak kbk = 1:

10) a) Posons M = (hxi; xji)1�i�p;1�j�p 2Mp(R) et A = MatB(x1; :::; xp) 2Mp(R):

On a M = ATA, donc Gram(x1; :::; xp) = detM = (detA)2 = (detB(x1; :::; xp))
2 :

b) On considère une B de E. Alors par a), Gram(a1; :::; an�1; x) = detB(a1; :::; an�1; x)2:

Comme y 2 Vect(a1; :::; an�1), alors detB(a1; :::; an�1; x) = detB(a1; :::; an�1; x� y):

D�où on déduit Gram(a1; :::; an�1; x) = Gram(a1; :::; an�1; x� y):

c) Posons z = x� y. Comme z 2 Vect(a1; :::; an�1)?, alors on a :

Gram(a1; :::; an�1; bn) = det

�
N O

O hz; zi

�
, où N = (hai; aji)1�i�n�1;1�j�n�1 2Mn�1(R):

Donc Gram(a1; :::; an�1; x) = kzk2 �Gram(a1; :::; an�1), et on conclut avec d(x;H) = kzk :


