Interrogation n°8. Baréme sur 24 pts
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1) a) [1 pt] Les matrices A= | 0 0 | sont-elles semblables ?
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b) [0.5 pt] Les matrices A= | 0 2 0 |etC=| 2
1 00 0

S O W

0
0 sont-elles semblables ?
1

2) [1 pt] Soit u € L(E) de rang r. On pose n = dim E. Justifier que le polynoéme 2"~ " divise x,, ().
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3) [3 pts] On pose A =
0 sinon

| € Mp(R), avec n > 2 et a;; =
01
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a) On pose m = n — 1. Montrer que x4(z) = 2" 2(2% — m).
On pourra sans justification se limiter au cas  # 0 ou choisir toute autre méthode.

b) Montrer que A est diagonalisable dans M, (R).

4) On considere 'endomorphisme u : K,[X]| — K,[X] défini par u(P) = P’ (opérateur de dérivation).

a) [0.5 pt] Expliciter sans justification la matrice M de u dans la base canonique B = (1, X, X2, ..., X").

b) [1.5 pt] En déduire une base B’ de K, [X] de la forme (Mg, \1 X, ..., \, X™) telle que la matrice de u dans cette
base B’ soit égale & (0;=j—1)1<i<n,1<j<n (les seuls coefficients non nuls valent 1 et sont sur la sur-diagonale).

5) [2.5 pts] On considére A = ( (1) ; ) € My(K).

a) Déterminer une matrice P € GLy(K) telle que P~ AP soit diagonale.

b) Donner sans justification toutes les matrices GLa(K) telle que P~1AP soit diagonale.

6) a) [0.5 pt] Soit A € M,,(C). Montrer que A et AT ont le méme polynoéme caractéristique,
c’est-a-dire Vo € C, det(zI, — A) = det(zI, — AT).

b) [0.5 pt] Montrer que si A et B sont semblables, alors AT et BT sont semblables.

b) [1.5 pt] On suppose , c’est-a-dire A € My(C).

Montrer (en exploitant le cours) que A et AT sont semblables.

7) Soit N € M,,(C) nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe p € N* tel que N? = O,,.

a) [1 pt] Justifier (par trigonalisation ou autre) que xy(z) = z™.

b) [1.5 pt] Soient A € M,,(C) telle que NA = O.

On note a et n les endomorphismes de £ = C" canoniquement associés respectivement & a et n.
Montrer que A + N et A ont méme polyndme caractéristique.

Indication : Se placer une base B de E bien choisie.

c) [0.5 pt] Soient A € M,,(C) telle que AN = O. En utilisant I’exercice 6), montrer que x 4, n = X4 -



8) [1 pt] Soient A € M, ,(K) et B € M,,,(K), avec . Justifier que det(AB)det(BA) = 0.

9) [1 pt] Soient A et B € GL,(C) deux matrices inversibles, avec n > 1.

Montrer qu’il existe A € C tel que la matrice A — AB n’est pas inversible.

10) On considére ’endomorphisme u : C,[X] — C,,[X] défini par u(P) = P’ (opérateur de dérivation).
a) [1.5 pt] Soit F' un sev de C,[X] distinct de {0}. On suppose que F' est stable par w.
Justifier qu'il existe k = max{deg P | P € F'\ {0}} et montrer que F' = C,[X].

b) [0.5 pt] En déduire sans justification tous les sev de F' stables par w.

11) Soit A = (A1, Aa, ..., An) = (@ij)1<i<ni<j<n € Myu(K). On note (E4, ..., Ey,) la base canonique de K.

a) [0.5 pt] Soit j € [1,n]. Calculer 8, = det(E1, ..., Ej—1, Aj, Ejt1, ..., En).

b) [1 pt] On considére la forme n-linéaire f: K™ x K™ x ... x K™ — K définie par
n
V(X1, Xo, ooy Xn) € K" X K™ X o x K™, f(X1, 00 Xp) = ) det(Xy, o, X1, Ajy X1, s Xn)
j=1

Montrer que f est alternée.

c) [0.5 pt] En déduire que V(X71,...,X,,) € K" X ... x K", f(X1,..., Xp) = (tr A) det (X1, Xo, ..., Xp).

12) a) [1 pt] Soit v un endomorphisme diagonalisable.
Montrer (avec le th de la base incompléte) que tout sev F' de E admet un supplémentaire stable par w.
b) [1.5 pt] () Réciproquement, soit u un endomorphisme tel que tout sev admet un supplémentaire stable.

Montrer que u est diagonalisable.



