
Interrogation no7. Barème sur 24 pts.

1) [2 pts] Soient x et y 2 C. On considère le déterminant d�ordre n dé�ni par

dn =
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= det(xIn � yA), où aij = �i=(j�1)modn

Calculer dn.

2) On considère 8x > 1, g(x) =
R +1
0 (ch t) exp(�tx2) dt:

a) [1 pt] Montrer que g(x) est bien dé�nie pour tout réel x > 1:

b) [2.5 pts] Montrer que g est de classe C1:

3) [1 pt] Soit A 2Mn;p(K).

On note F = fX 2 Kp j AX = 0g le sev des X 2 Kp tels que AX = 0 (vecteur nul de Kn).

On pose r = rgA. Exprimer sans justi�cation dimF (en fonction de n, p et r).

4) [2 pts] Soient A et B 2Mn(K): On note a et b les endomorphismes de Kn associés à A et B.

a) Montrer que rg(A+B) � rgA+ rgB.

b) Montrer que rg(A+B) � jrgA� rgBj :

5) [1 pt] On considère la matrice A = (j �i=j�1modn)1�i�n;1�j�n =
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1CCCCCCA.

On note u : Kn ! Kn l�endomorphisme associé à A. Calculer A�1:

6) Soit M =

�
A C

On�r;r B

�
2Mn;p(K) où A 2 GLr(K) matrice carrée inversible d�ordre r.

a) [1 pt] Expliciter une matrice de la forme P =
�
Ir �
Op�r;r Ip�r

�
telle que MP =

�
A Or;p�r
On�r;r B

�
:

b) [1 pt] A-t-on nécessairement rgM = r + rgB ?

7) [2 pts]

a) Soit A = (A1; :::; Ap) 2Mn;p(K) une matrice de rang p . On pose r = n� p :

On note (E1; :::; En) la base canonique de Kn: Justi�er (avec le cours) qu�il existe une partie � � f1; 2; :::; ng de

cardinal r telle que (A1; :::; Ap) [ (Ej)j2� est une base de Kn.

b) On prend ici A =

0BBBB@
1 0 0
1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 1 1

1CCCCA. Expliciter une valeur possible de �:



8) Soit n � 2. On considère dans E = Kn[X] les sev F = Vect(1; X) et G = fX(X � 1)Q, Q 2 Kn�2[X]g.

Ainsi, G est l�ensemble des multiples de X(X � 1) dans E.

a) [1.5 pt] Donner une base de G et justi�er (par une propriété connue) que F �G = E:

b) [1 pt] On note � l�ensemble des formes linéaires ' : E ! R telle que 8P 2 G, '(P ) = 0:

Justi�er que � est un sev (de L(E;K)) et déterminer dim�.

Conseil : Considérer ' 7�! L = MatB;1 ' où L est la matrice de ' dans une base B adaptée à F �G = E:

On peut alors en même temps prouver que � est un sev et déterminer sa dimension.

c) [1 pt] On considère '0 et '1 : E ! R dé�nies par '0(P ) = P (0) et '1(P ) = P (1). Montrer que� = Vect('0; '1).

9) On considère A = (aij)1�i�n;1�j�n 2Mn(K)

a) [1 pt] On note Eij 2Mn(K) les matrices de la base canonique deMn(K).

Expliciter la matrice AEij en fonction des coe¢ cients de A et des matrices canoniques Ekl.

b) [1.5 pt] On suppose A triangulaire supérieure.

On considère l�endomorphisme u :Mn(K)!Mn(K) dé�ni par u(M) = AM .

Proposer une base deMn(K) telle que MatB u est triangulaire supérieure.

10) a) [1.5 pt] Montrer que Vect(GLn(K)) =Mn(K).

b) [1 pt] Soit A 2 GLn(K).

On suppose que A n�est semblable qu�à elle-même, c�est-à-dire 8P 2 GLn(K), P�1AP = A.

Montrer qu�il existe � 2 K tel que A = �In:

Suggestion : Faire intervenir les équations AEij = EijA.

11) Soient v1; :::; vn des vecteurs de E = Rn. On pose F = Vect(vi � vj)1�j<i�n.

a) [1 pt] Montrer que dimF � n� 1:

b) [1 pt] (F) (Oral X )

On suppose que les vecteurs v1; :::; vn sont deux à deux distincts.

On considère (e1; :::; en) la base canonique de E.

Pour 1 � k � n, on note pk la projection sur Hk = Vect(e1; :::; ek�1; ek+1; :::; en) parallèlement à Rek:

Montrer qu�il existe k tel que les vecteurs pk(v1), pk(v2), ..., pk(vn) sont deux à deux distincts.


