Interrogation n°5. Corrigé
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1) a) Sia> 30 Wn = (@) (5>, ou 1 < 8 < 2, donc Y wy, converge.
n

1 1
Siagi,wHZ—pournasseZ grand, donc > w, diverge.
n
—-1"1 —-1)"1 Inn)?
b) On a In 1—1—( )" Inn :( ) nn—an,avecanw(nn).
n n 2n2a

- La série ) _ &, converge ssi a > 3

—1)"1lnn
- La série ) L converge par le critére des séries alternées :
n
Inn d (Int Int 1
En effet, () tend vers 0 et est décroissante, car on a — () =——%5 +5 <0pourt>e.
n ) s A 2t

. . 1
- Donc la série Y u, converge ssi a > 3

2) a) La suite (R),)nen- est décroissante et converge vers 0, donc > (—1)"R,, converge pour tout a > 1.

. . . dt
b) Par comparaison entre séries et intégrales, on a R, > f;oo -5 = —F=, car t —

/2 \/n

t37 décrotit.

Donc la série a termes positifs Y | R,, diverge.

3) a) Pour n > ng assez grand, |u,| < 1, donc Vn > ng, (un)? < |ua| et Y- u2 converge.
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b) Contre-exemple : > converge, mais y_ — diverge.
n

1 1 1
4) a) On fixex > 0. Ona: | — — = :E ~ i, donc ) [ — — converge.
n n+x nn+z) n? n n+x
b) SN (5 - ) = S - S par el Done f(p) = L, - ~ 1
—— = - - ——— par télescopage. Donc = — ~Inp.

Remarque : Pour z réel, on a f(p) < f(z) < f(p+ 1), ou p= |z], car f est croissante sur R*.
Comme In(p+ 1) =Inp+In(1 + 1/p), alors In(p + 1) ~ Inp lorsque p tend vers +oo.

Lorsque z tend vers +oo, alors p tend vers +o0o. Par pincement, on a donc f(x) ~4o Inz.

Ce résultat peut aussi étre obtenu directement par une comparaison avec une intégrale :

¢ t=-+o00
Ona f(z) =31 — % _eton compare f(z) avec 1+°° T gt = [ln < >] =In(z+1) ~1 Inz.

"=l n(n + ) t(t+ z) t+az /)|,y
5)a)Onal, = ;Jroo—kfrooi—o—k?m(l —Ing1),car 3 = (1 +#3) — 1
lasery T aeet nomRe |

n I, 1 1
onsts () () (52,

Lo\ 1y 1 1 n+1\ 1 1
Onaln(In >—ln<1 3n—|—1)_ 3n+0<n2>etqueln< - >—n—|—0<n2>.

1
Donc (Inuyy1 —Inwuy,) =0 <

n2>’ et ainsi, Y (Inwu,41 — Inwu,) converge.
On en déduit que la suite (Inwuy,)pen converge vers p € R, donc limy, oo up, = A = et

On en conclut I, ~ An~1/3.

1
6) a) La série Zﬁi‘:ﬁl ay, vérifie le CSSA (car <2> décroit vers 0), alors |R,| < apy1.
n n>1

Donc a fortiori lim, 1o nR, = 0.



a) On a a, = R,—1 — Ry,.
Donc Y3, kag = 3 k(Re_1 — Ry) = Spzg(k+ )Ry, — S0 o kR = Y025 Rk — nRy.

1 n—1
La série Y na, = > (71

Donc Y R,, converge et que Z:i% R, =lim, .1 ZZ;& Ry =0+1limyi00 Y g kar =1n2.
1 1 1 2t 1 1 1 1 1
7) a) F(n) = 0+°o - dt = |=In _ctan =—In nt =—In(1+—=)~—.
2L+n  2t+n+1 2 20+n+1/], 2 n 2 n 2n

1 1
b) En regroupant dans la série alternée les termes deux a deux, on a R, = ;ﬁ% < > .

est la série harmonique alternée dont la somme connue vaut In 2.

2k+n 2k+14n

1 1
La foncti :t — = t décroi te.
O T S T 2t+14n (2 tn) (2t 1tn) o CCCToEsame
1
Donc F(n) < R, < F(n) + ¢(0), ou ¢(0) = D) Variante : F(n) < R, < F(n — 2).
n(n

Remarque : Par pincement, on en déduit donc R, ~ —.

2n
8) a) Ay, = (—1)"ay, ol a, = [ sin(w6) f(n +0) df > 0.

Comme f est décroissante, f(n+1+6) < f(n+6), donc (ap)nen décroissante.
Enfin, on a 0 < a,, < f(n), donc lim,,— o a,, = 0.

b) Par a), la série ) | A,, converge. Soit z > 0. Posons n = |z].

On a | J(x) — S5zt A

= | [7sin(wt) f(t) dt| < f(n) — 0 lorsque x tend vers +oo.

Dot limy,— 00 J () = 320 Ag. On sait que 0 < 3°72%0 Ay < Ay = £(0) fol sin(rt) dt = ;f(O)
9) a) Posons S, =In P, =Y ;_,In(ay,).

Comme ) (1 — a,) converge, alors a fortiori lim,, 4 a, = 1.

Comme In(1 4+ z) ~ z en x = 0 et que In(a,) = In(1 + (a, — 1)), alors |[In(a,)| ~ |1 — ay]|.

Donc par comparaison, Y In(a,) converge absolument vers un réel A. Et lim,,_, 1o P, = exp(\).
b) On a |1 — |z|| < |1 — z| par la seconde inégalité triangulaire, c’est-a~dire |1 — p| < |1 — z].

c¢) On considére z, = p,e'" = x,, + iyy, avec 0, €] — 7, 7). On a P, = ([Ti—y pr) exp(i > 1—o Ok)-
On va prouver que [] p,, converge vers un réel non nul p et que Y ;_, 6, converge vers un réel 6.
On conclut alors (par continuité de exp) le résultat souhaité : lim,, oo P = pe'® # 0.

Or, [] p,, vérifie les propriétés du a) : p,, # 0 et > |1 — p,| converge, car par b), |1 —p,| < |1 — z,].

D’autre part, lim,,—, 1o 2z, = 1, donc pour n assez grand, Re(z,) > 0 et 6,, = arctan <yn> .
Tn
On a lim, 1o xp =1 et limy 4 o0 Y, = 0, donc arctan <yn> ~ Y.
Tn
Comme |y,| = |Im(1 — 2,)| < |1 — z,], alors )y, converge absolument, donc ) 6,, converge absolument.

1
10) On a |upupt1] < i(un2 + Ups12), donc Y upuy,.1 converge absolument.



