
Interrogation no5. Corrigé

1) a) Si � >
1

2
, wn = O

�
1

n�

�
, où 1 < � < 2�, donc

P
wn converge.

Si � � 1

2
, wn �

1

n
pour n assez grand, donc

P
wn diverge.

b) On a ln
�
1 +

(�1)n lnn
n

�
=
(�1)n lnn

n
� "n, avec "n �

(lnn)2

2n2�
.

- La série
P
"n converge ssi � >

1

2
.

- La série
P (�1)n lnn

n
converge par le critère des séries alternées :

En e¤et,
�
lnn

n

�
n�3

tend vers 0 et est décroissante, car on a
d

dt

�
ln t

t

�
= � ln t

t2
+
1

t2
� 0 pour t � e:

- Donc la série
P
un converge ssi � >

1

2
:

2) a) La suite (Rn)n2N� est décroissante et converge vers 0, donc
P
(�1)nRn converge pour tout � > 1.

b) Par comparaison entre séries et intégrales, on a Rn �
R +1
n

dt

t3=2
=

2p
n
, car t 7�! 1

t3=2
décroît.

Donc la série à termes positifs
P
Rn diverge.

3) a) Pour n � n0 assez grand, junj � 1, donc 8n � n0, (un)2 � junj et
P
u2n converge.

b) Contre-exemple :
P (�1)np

n
converge, mais

P 1

n
diverge.

4) a) On �xe x � 0. On a :
�
1

n
� 1

n+ x

�
=

x

n(n+ x)
� x

n2
, donc

P�
1

n
� 1

n+ x

�
converge.

b)
PN
n=1

�
1

n
� 1

n+ p

�
=
PN
n=1

1

p
�
PN
n=1

1

n+ p
par télescopage. Donc f(p) =

PN
n=1

1

p
� ln p:

Remarque : Pour x réel, on a f(p) � f(x) � f(p+ 1), où p = bxc, car f est croissante sur R+:

Comme ln(p+ 1) = ln p+ ln(1 + 1=p), alors ln(p+ 1) � ln p lorsque p tend vers +1:

Lorsque x tend vers +1, alors p tend vers +1. Par pincement, on a donc f(x) �+1 lnx:

Ce résultat peut aussi être obtenu directement par une comparaison avec une intégrale :

On a f(x) =
P+1
n=1

x

n(n+ x)
et on compare f(x) avec

R +1
1

x

t(t+ x)
dt =

�
ln

�
t

t+ x

��t=+1
t=1

= ln(x+1) �+1 lnx:

5) a) On a In =
�

t

(1 + t3)n

�+1
0

+
R +1
0

3nt3

(1 + t3)n+1
= 0 + 3n(In � In+1), car t3 = (1 + t3)� 1:

b) On a (lnun+1 � lnun) = ln
�
un+1
un

�
= ln

�
In+1
In

�
+
1

3
ln

�
n+ 1

n

�
:

On a ln
�
In+1
In

�
= ln

�
1� 1

3n+ 1

�
= � 1

3n
+O

�
1

n2

�
et que ln

�
n+ 1

n

�
=
1

n
+O

�
1

n2

�
:

Donc (lnun+1 � lnun) = O
�
1

n2

�
, et ainsi,

P
(lnun+1 � lnun) converge.

On en déduit que la suite (lnun)n2N converge vers � 2 R, donc limn!+1 un = � = e�:

On en conclut In � �n�1=3:

6) a) La série
P+1
k=n+1 ak véri�e le CSSA (car

�
1

n2

�
n�1

décroît vers 0), alors jRnj � an+1.

Donc a fortiori limn!+1 nRn = 0:



a) On a an = Rn�1 �Rn:

Donc
Pn
k=1 kak =

Pn
k=1 k(Rk�1 �Rk) =

Pn�1
k=0(k + 1)Rk �

Pn
k=0 kRk =

Pn�1
k=0 Rk � nRn:

La série
P
nan =

P (�1)n�1
n

est la série harmonique alternée dont la somme connue vaut ln 2:

Donc
P
Rn converge et que

P+1
n=0Rn = limn!+1

Pn�1
k=0 Rk = 0 + limn!+1

Pn
k=1 kak = ln 2:

7) a) F (n) =
R +1
0

�
1

2t+ n
� 1

2t+ n+ 1

�
dt =

�
1

2
ln

�
2t+ n

2t+ n+ 1

��
0

=
1

2
ln

�
n+ 1

n

�
=
1

2
ln

�
1 +

1

n

�
� 1

2n
:

b) En regroupant dans la série alternée les termes deux à deux, on a Rn =
P+1
k=0

�
1

2k + n
� 1

2k + 1 + n

�
:

La fonction ' : t 7�! 1

2t+ n
� 1

2t+ 1 + n
=

1

(2t+ n)(2t+ 1 + n)
est décroissante.

Donc F (n) � Rn � F (n) + '(0), où '(0) =
1

n(n+ 1)
. Variante : F (n) � Rn � F (n� 2):

Remarque : Par pincement, on en déduit donc Rn �
1

2n
:

8) a) An = (�1)nan, où an =
R 1
0 sin(��)f(n+ �) d� � 0.

Comme f est décroissante, f(n+ 1 + �) � f(n+ �), donc (an)n2N décroissante.

En�n, on a 0 � an � f(n), donc limn!+1 an = 0:

b) Par a), la série
P
An converge. Soit x � 0: Posons n = bxc.

On a
���J(x)�Pn�1

k=0 Ak

��� = ��R xn sin(�t)f(t) dt�� � f(n)! 0 lorsque x tend vers +1:

D�où limn!+1 J(x) =
P+1
n=0Ak: On sait que 0 �

P+1
n=0Ak � A0 = f(0)

R 1
0 sin(�t) dt =

2

�
f(0).

9) a) Posons Sn = lnPn =
Pn
k=0 ln(an).

Comme
P
(1� an) converge, alors a fortiori limn!+1 an = 1:

Comme ln(1 + x) � x en x = 0 et que ln(an) = ln(1 + (an � 1)), alors jln(an)j � j1� anj :

Donc par comparaison,
P
ln(an) converge absolument vers un réel �. Et limn!+1 Pn = exp(�):

b) On a j1� jzjj � j1� zj par la seconde inégalité triangulaire, c�est-à-dire j1� �j � j1� zj :

c) On considère zn = �ne
i�n = xn + iyn, avec �n 2]� �; �]. On a Pn = (

Qn
k=0 �k) exp(i

Pn
k=0 �k):

On va prouver que
Q
�n converge vers un réel non nul � et que

Pn
k=0 �n converge vers un réel �:

On conclut alors (par continuité de exp) le résultat souhaité : limn!+1 Pn = �ei� 6= 0:

Or,
Q
�n véri�e les propriétés du a) : �n 6= 0 et

P
j1� �nj converge, car par b), j1� �nj � j1� znj :

D�autre part, limn!+1 zn = 1, donc pour n assez grand, Re(zn) > 0 et �n = arctan
�
yn
xn

�
:

On a limn!+1 xn = 1 et limn!+1 yn = 0, donc arctan
�
yn
xn

�
� yn:

Comme jynj = jIm(1� zn)j � j1� znj, alors
P
yn converge absolument, donc

P
�n converge absolument.

10) On a junun+1j �
1

2
(un

2 + un+1
2), donc

P
unun+1 converge absolument.


