Interrogation n°3. Corrigé

1) a) (n+1)a—(n+l)a:n“<<1+;>a—(1—i>a>: <1+n+ < >> donc 1y, ~ 2an°1.

a—1
n

In(1+h)  1—gh+o(h) hl—gh+o(h)
+(1+h)3 " 2+43h+o0(h) 21+ 3h+o(h)

En mettant h en facteur, on se raméne & calculer un DL & l'ordre 1.

Donc f(1+h)=4h (1= (5+3)h+o0(h)) = 3h—h>+o(h).

Remarque : Par le TAF appliqué a f(z) = 2%, on a u, = f'(z,) = 202! ~ 2an*~*, car z,, ~ n.

b) Avecle—i-h,onaf(l—i-h):l

Autrement dit, f(z) = $(z —1) — (z — 1)2 + 01 ((z — 1)?).

¢) On a cos(z) exp(z) = Re(exp(Az)), ou A =1+ = V2eim/4,

n

A > s on/2 nm
— |, c’est-a-dire ¢,, = —— cos (—)

Le coefficient ¢, en 2™ du DL(0) vaut ¢, = Re
n! n! 4

f(z)

2) Posons L = f'(0). Comme lim,_,o —— = L, alors tout choix a < L < b convient.
x

3) a) Comme f > 0, (zp)nen est strictement croissante.
Si elle convergeait vers un réel L, on aurait L = L + f(L) par continuité de f, ce qui contredit f(L) # L.

Donc (zp)nen tend vers +oc.

n)\ A 1 “ A 1
b) Onazy, | = g<1+f<x)> ::Ug<1++o<>> <1+a+ < ))zx%—l—a)\—i-o(l).
Tn ey By T His

: 1 :
—z%) = a\. Par Cesaro, lim,, Ea:f; = a), cest-a-dire 2% ~ a et z, ~ (naX)/e.

Donc lim, 4 (2 o

(0%
n+1
4) a) On applique 'inégalité de Taylor-Lagrange & exp en 0 & lordre n sur [0, z] :
n+1
i ‘ 01 SUP;e(0,4] e!. Par croissances comparées, lim,_,

o

Donc |e¥ — Py (z)| < m:

(n+
On en déduit lim, 1o Py(x) = €”.
b) La fonction z — P, () définit une bijection strictement croissante de [0, +o00[ sur [1, +o0[.

¢) On a lim,_, o Py(x) = €*. On peut donc conjecturer lim,_, o &, = A, ol e = 2, c’est-a-dire A = In 2.
Montrons lim,,_, o #, = AT. Soit £ > 0.

On a P,()\) < e* =2 = P,(x,), donc A < .

D’autre part, lim,, 4 o0 Pp(A +¢) = e > 2, donc P,(\ +¢) > 2 = P,(z,) pour n assez grand.

Donc pour n assez grand, x, < A+ . Ce qui prouve la conjecture.

5) Par les sommes de Riemann, lim,,_, o In 7}, = lim,,— 4 1 ZZ:o In(1+ ﬁ) = fol In(1+t) dt.

Or [In(1+1t)dt=(1+1t)In(1 — [dt=(1+1t)In(1 +¢) —t. Donc limy,— 40 T, = 2In2 — 1.

6) a) On a par récurrence u, > 1, donc n + u, > 1, donc U, 11 < 1+ Uy, et ainsi u, = O(n?).

b) On a up+1 = /O(n2) = O(n), cest-a-dire u,, = O(n). Donc un 41 = \/O(n) = O(y/n). Ainsi, u,, = O(y/n).
¢) Comme u, = O(y/n), on a up11 = /1 + up = f( + ) =N+ O100(1), do0t uy, ~ /n.

DoncunH:\/n+\/ﬁ+o(\/ﬁ):\/ﬁ<1+;\7/f+o <11%>> :\/ﬁ+%+o+oo(1).
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x r 9

Doncex_1:1—§+ﬁ—l—o(a:).
e’ —1 zk

b) Posons g(z) = .On a f(z)g(z) = 1. Or, onag(m)zzzzom—i—o(w").
Le terme en 2™ du DL,(0) de f(z)g(z) vaut donc ¢, = > ), (;j__lf)‘.

Par unicité du DL, (0), on a ¢cg = 1 et Vn € N*, ¢, = 0.
8) a) G(w) est bien définie car [z,2?] est inclus dans |1, 4+oc[, intervalle ot f est bien continue.

b) On note F' une primitive de f sur ]1,4+oo[. Ainsi, F est de classe C' comme primitive d'une fonction C*.

On a donc G(z) = F(2?) — F(z).

2 1 -1
Ainsi, G est de classe C! sur |1, +oo[, et G'(z) = 22 f(2?) — f(z) = ln(;) e :Elnx
1 1 h—In(1+h) R%2/2 1 1
P t=1+h. O — — = ~ =-.D L=—.
¢) Posons A T T T (i k) 2 2 PR T g
d) Pour 1 < z < /o, on a [z,2%] C]1,q].
D G(z) fmz dt <f9’“’2 ! ! dt<f"’*”21dt 2 i tend 01 1-
— —_— _— — = — — .
onc |G(z 1 T it </, x? — x, qui tend vers 0 lorsque z
dt
D’autre part, ff s ff In(t — 1) dt = In(z + 1), qui tend vers In2 lorsque = — 1.

On en conclut que G(x) converge vers In 2 lorsque x — 17.

e) On prolonge G par continuité en 1 par G(1) =1In2. Par b), on a lim,_,; ;~1 G'(z) = 1, car In(1 + h) ~¢ h. Par le
th du prolongement C1, G est de classe C! sur [1,+oo], et G'(1) = 1.

glx+1)
g9(z)

Tout réel x > a s’écrit sous la forme x =n+r, our € [a,a + 1.

9) a) Posons g(z) = f(z) e #*. On obtient donc <1, c’est-a-dire g(x 4+ 1) < g(x).

D'ou Vz > a, g(z) = g(r +n) < g(r) < K, ou K = supj, ,11]9 (qui existe, car g continue).

On en conclut que f(z) < K eMl*.
M < p=enH
f(z)
Par a), il existe K tel que Vo > b, f(z) < K e*"F = K ;% Comme p < A, f(z) = 0 100 (7).

b) On considére L < p < A. 1l existe b > a telle que VY > b,

10) A est fermé comme intersection de fermeés, A est non vide.

Donc il existe y = max A. On a y € A ouvert, donc il existe ¢ > 0 tel que [y — e,y + €] C A.
On a donc nécessairement y = x. En effet, sinon, on pourrait trouver z € A tel que z > y.
Ainsi, z € A. Donc A contient tous les éléments = > a.

En procédant de méme avec A = [z, +00[NA lorsque = < a, on montre que A contient tous les z < a.



