Interrogation n°21. Baréme sur 26 pts

Exercice A. Matrices orthogonalement semblables‘ (inspiré Centrale PC 2013)

On dit que deux matrices de M, (R) sont orthosemblables si il existe U € O, (R) telles que B = U~ *AU.

On dit que ces matrices sont directement orthosemblables si il existe U € O (R) telles que B = UL AU.
1) [0.5 pt] Soit o € R fixé. Quelles sont les matrices orthosemblables a af,, ?

2) [2 pts| Soit S € S,,(R) une matrice symétrique réelle. Caractériser les matrices orthosemblables a S.

11 0 0
3)a)[2pts]0nposeA:<1 1>etD:<0 2).

Expliciter une matrice U € O(R) telle que UAU ! = D.

b) [2 pts] Montrer que ( (1) (2] ) et < _31 3 ) sont semblables mais ne sont pas orthosemblables.

a b

4) a) [1.5 pt] (k) Montrer que toute matrice A = < e d > € M3(R) est orthosemblable & sa transposée.

b) [1.5 pt] Soit A € Ms(R).

Montrer que A est directement orthosemblable & sa transposée ssi A est symétrique.

1 0 ) est une matrice de rotation et donc commute

Indication : Utiliser le fait que la matrice antisymétrique (

avec toute matrice de O5 (R).

Exercice B. Matrices symétriques aléatoires‘ (concours spécial 2022 ENS Lyon)

On munit R"™ de la norme euclidienne canonique ||z||, et on pose S = {z € R" | ||z|, = 1}.

Pour A = (aij)lgign,lgjfn S MQ(R), on pose

Ax
IAzly _ o ael, o Ne(W) =  swp  ayl

Nao(A4) =
z€R"\{0} (Ea P €S 1<i<n,1<j<n

1) Soit A € S,,(R) une matrice réelle symétrique.

a) [2 pts] Montrer que | N2(A) = supycgp(a) Al |

b) [2 pts] On suppose Noo(A) < 1. Montrer que Na(A) < n.

c) [2 pts] (k) Caractériser les matrices telles que Noo(A) < 1 et No(A) = n.

Dans la suite, on suppose que A = (A;j)1<i<n,1<j<n €St une matrice symétrique réelle dont les coefficients supérieurs
(Ajj)1<i<j<n forment une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un espace prob-

abilisé (2, P) de méme loi de Rademacher :
V(Z,j) € [[1,71]]2, P(Azj = _1) = P(Alj = 1) =5

Le but des questions suivantes est de montrer que Na(A) =p—100 O(y/n) avec une grande probabilité, ce qui

améliore fortement le résultat de la question 1) b).
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2) [1 pt] En utilisant les DSE, montrer que V¢ € R, ch(¢) < exp <2) .



3) On fixe un vecteur z = (z1,...,z,) € R"™ et un réel u > 0.

a) [0.5 pt] Soient Y une variable aléatoire de Rademacher et v un réel. Expliciter E(exp(vY)).

b) [2 pts] Exprimer E(exp(u x1 Ax)) en fonction de u, des z;, des A;; et de cosinus hyperboliques.
¢) [1 pt] En déduire avec soin que E(exp(u z7 Az)) < exp (u2 HxH%) .

4) On fixe un vecteur x = (z1, ..., z,) € R™.

a) [1.5 pt] Montrer que pour tout u > 0 et tout a > 0, P(z7 Az > ay/n) < exp (u2 |zl — uoz\/ﬁ) .
b) [0.5 pt] En déduire que pour tout o > 0, on a

T Oz2n
P(z' Az > an/n) <exp | ————
4l
5) [1 pt] On fixe un vecteur z = (x1, ..., z,) € R™. En utilisant 4) b), montrer que pour tout o > 0, on a

2
P(‘xTAx| > ay/n) < 2exp (— an )

]
4 Hl’”Q

Afin de traiter la derniére question de ce probléme, on admet qu’il existe un entier N < T" et des vecteurs
wi,...,wy € 8 tels que

vz €S, 3ke[LN], llz—wily < 3
6) On pose My = maxj<g<n {wkTAwk‘ )
a) [1 pt] Montrer que Vz € S, |z7 Az| < gNQ(A) + M.
Indication : Poser © = wy + y.

2
b) [1 pt] En déduire que V¢t € R, P(N2(A) >t) < P <MA > 9t> .

c¢) [1 pt] A l'aide des questions précédentes, déterminer un réel o > 0 indépendant de n tel que

lim P(Ny(A) > ay/n) =0

n—-+00



