Interrogation n°8. Baréme sur 22.5 pts

On note E;; les matrices de la base canonique de M,,(K). On rappelle E;; Ey = 0. E;.

On rappelle que le polynéme caractéristique de A € M,,(K) est x 4(x) = det(z1, — A).

lsili—j|=1
1) On considére la matrice A, = (aij)1<i<n,1<j<n € My(C) défini par a;; = | |
- 0 sinon
A1
1 X 1
Soit A € C. On pose d,, = det(A\],, + Ay) = 1 A .Onady=1et d =\
1 A

a) [2 pts] Soit n > 2. Trouver une relation entre d,, d,—1 et d,,—2.

b) [1.5 pt] On suppose A = 2. Calculer d,.

2) [2.5 pts| Soit A € M, (K). On note Sp(A) 'ensemble des valeurs propres de A

Les questions sont indépendantes

a) Montrer que A et AT ont méme polynéme caractéristique.

b) Exprimer sans justification Sp(A + pl,) en fonction de Sp(A).

c) On suppose A antisymétrique c’est-a-dire AT = —A) et on suppose que n est impair.

En utilisant le déterminant, montrer que A n’est pas inversible.

3) [2.5 pts] Soit u € L(F) un endomrophisme.

a) Soit un vecteur non nul x € F.

Montrer briévement que la droite D = Kz est stable par w ssi z est un vecteur propre de u.
b) Soit (z,y) une famille libre de E.

Expliciter sans justification une infinité de droites distinctes incluses dans le plan Vect(zx,y).
¢) On suppose que E est de dimension finie.

Donner sans justification une CNS pour qu’il existe une infinité de droites stables par .

4) [1.5 pt] Soient un entier n > 2 et A € M, (R).
On admet que si une matrice est a coefficients dans Z, son déterminant appartient a Z.
On suppose A & coefficients dans {—1,1}. Montrer que det A est divisible par 271,

Suggestion : Retrancher la premiére colonne aux autres.

5) [1 pt] Soient a, ..., a, des nombres complexes distincts.
Soit (A1, ..., An) € C" tel que VE € R, 3771 Ajexp(a;t) = 0.
Montrer que tous les A; sont nuls.

Indication : Considérer 'endomorphisme u: E — E y+—— ¢/, ot E = C*°(R, C).

On pose aussi fj : t — exp(a;t). On a ainsi f; € E.



6) [1.5 pt] Soit u € L(F).

Soit (e, ..., €,) une famille de vecteurs propres de valeurs propres distinctes Aq, ..., Ay.

On a ainsi Vi € [1,p], u(e;) = Aiei. On pose ’z =e1+...+e, ‘

Montrer que (z,u(z), ...,u" 1(z)) est une base de F' = Vect(e1, e, ..., ).

7) [1.5 pt] On considére dans M,,(C) la matrice diagonale A = Diag(1,2,...,n).
Donner sans justification TOUTES les matrices T' € M,,(C) triangulaires supérieures semblables a A.

0 a
b 0

On note u 'endomorphisme associé & A et B = (ey, e2) la base canonique.

8) [1.5 pt] On considére la matrice réelle A = < ) € M3(R), avec ab > 0.

Expliciter sans justification la matrice A’ de u dans la base B’ = (\e1, pes), avec A et p non nuls.

. . . 0
En déduire que A est semblable & une matrice symétrique de la forme < . g >

9) On considere 'endomorphisme (opérateur de dérivation)
D: K,[X]— K,[X] P+ P
X2 x* X"
a) [0.5 pt] Donner sans justification la matrice N de D dans la base B = <17 X, ERNRR '> .
n!
b) [1.5 pt] Soit F' un sous-espace vectoriel de K,,[X] non nul et stable par D.
Montrer qu’il existe r € [0,n] tel que F' = K, [X].

Indication : On pourra considérer un polyndéme P € F' de degré maximal.

010
c) [1 pt] On considere B=| 0 0 1 | € M3(K).
0 00

Donner sans justification les sev stables par '’endomorphisme associé a B.

10) [1.5 pt] On se place dans M,,(K). Soient i et j € [1,n].
Déterminer une CNS sur (4, j) pour que les matrices Eq; et E;; soient semblables.
11) Soit A = (aij)lgiﬁn,lﬁjﬁn € Mn(K)

a) [0.5 pt] Exprimer AE;; en fonction des matrices de la base canonique.

“

On consideére u : M, (K) — M, (K) définie par u(M) = AM.

b) [1 pt] On considére B = € M,,2(K) diagonale par blocs ou les blocs valent A.

Expliciter sans justification une base B de M, (K) telle que Matpu = B.

12) [1 pt] On considere la matrice M = (sin(i + J))1<i<n,1<j<n-

En utilisant I'inégalité connue rg(A + B) < rg A + rg B, montrer que pour n > 3, det M = 0.

13) Question supplémentaire. Soient A et B € M,,(C).
a) On suppose A inversible. Montrer que f(z) = det(zA + B) est un polynéme en = de degré n.

b) On suppose A de rang r. Montrer que f(x) = det(xA + B) est un polynoéme en = de degré < r.



