Interrogation n°6. Baréme sur 24.5 pts

On sait que pour tout o > 0, il existe I'(a) = f0+°° tole~t dt.

1) [1 pt] Soient € R et (ap)nen une suite réelle décroissante et positive.
in&(

Montrer que > €"(ap4+1 — ay) converge.

2) a) [1 pt] Soient A et B € M,,(K). Montrer que rg(AB) < min(rg A, rg B).
b) [1.5 pt] Soit M € M,,(K). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i)rgM <1

ii) il existe deux vecteurs X et Y € K™ tels que M = XYT7 c’est-a-dire M = (z;y;)1<i<n.1<i<n-
)1<i<n,1<5<

3) a) [1 pt] Montrer (& partir de la définition initiale des familles libres) que si une famille (x1,...,z,) est liée,

alors un des vecteurs est combinaison linéaire des suivants.

b) [1.5 pt] On considére Iespace vectoriel E = R, [X]. Soit a et b deux réels distincts.

On pose P, = (X — a)*(X — b)"~*. Montrer que (Py, Pi, ..., P,) est une base de E.

4) [1.5 pt] Soit un espace vectoriel E = F & G et deux applications linéaires v: FF — E' et w: G — E’.

On note p la projection sur F parallelement & G, et ¢ la projection sur GG parallélement & F'.

Pour u : £ — E' linéaire, on note u|p 'application linéaire de F' dans E’ définie par Yy € F, ujp(y) = u(y).
a) Expliciter sans justification une application linéaire u : E — E’ telle que up =v et uyg=w.

On exprimera u en fonction de p, ¢, v et w.

b) On consideére la matrice A = Matgcu ou B = By U By base adaptée a E = F @ G et C base de E'.

Préciser sans justification le lien entre A et les applications linéaires v et w.

5) [2.5 pts] Soit w :]0, +00[— R une fonction intégrable sur |0, 1] et bornée sur [1, 4+o00].

af_t\" %
On considere Va > 0, g(a) = fof <1 — a> w(t) dt. Montrer que lim,_4o g(a) = [5° e w(t) dt.

1
6) a) [0.5 pt] Exprimer sans justification A\ = f0+oo exp(—t3) dt en fonction de T <3) :

oo dt heo i

—et Jp = [y PRSI

b) [2 pts] On consideére Vn € N*, I, = [, ETE

Donner sans justification un équivalent de I, lorsque n — +00, qu’on exprimera a ’aide de A.

Exprimer J,, en fonction de I,, (d’on on pourrait déduire de ce qui précéde un équivalent de J,).



7) La question c) est indépendante des questions précédentes.

In¢|P 21

11 dt est intégrable sur |0, 1].

a) [1 pt] Soient > 0 et p € N. Justifier que ¢ : t —

o= 1
b) [1.5 pt] On considére Vz > 0, f(x fol I t

Expliciter sans justification la propriété de domination permettant de prouver que f est C* sur |0, +ool.

Nota bene : On ne demande ici ni d’énoncer ni de vérifier les autres hypotheéses.
tzfl

dt.
1+t

c) [1.5 pt] Soit Q = {z € C, Rez > 0}. Pour z € Q, on pose f(z) = fol

Montrer que f est définie et continue sur ).

Remarque : Pour prouver la continuité, on utilisera la caractérisation séquentielle : soit (z,)nen une suite dans €

convergeant vers z € Q. Il s’agit de prouver que lim, .y f(z,) = f(2).

8) a) [0.5 pt] Soit n € N*. Exprimer f+°° to~le=" dt en fonction de I'(a) = 0+°O to~le=t dt.
a—1 1

b) [1.5 pt] Montrer que Yo > 1, fOJrOO o1

00 ta_l -1 n—1
c) [1.5 pt] Montrer que Yo > 0, f0+ Tl dt =T'(a)G(a), ou G(a) = +oo (7)

9) Soit f : [a,b] X [¢,d] = R (x,y) — f(x,y) une application continue sur [a, b] X [c,d].

a) [0.5 pt] On consideére g : & — fcdf(:n,u) du.

Proposer sans justification une fonction de domination ¢ permettant de prouver que g est continue sur [a, b].
b) [1.5 pt] On considere G(z) = [ (f f(t,u) du) dt et H(x f ([T f(t,u) dt) du.

Montrer briévement que G et H sont de classe C* sur [a,b], et que G'(z) = H'(x).

¢) [0.5 pt] En déduire le théoréme de Fubini : fab (fcd f(z,y) dy) dx = fcd (fab f(z,y) dm) dy.

10) [1.5 pt] (%)

Soit f continue, positive, croissante sur [0, 1]. On note s le réel tel que [0,s] = {t € [0,1] | f(¢) = 0}.

On pose Vz > 0, ¢(zx \/ ) + x2 dt. Calculer ¢'(0).



