Interrogation n°27bis. Corrigé
Exercice A. Une application des polynémes cousins de Tchebychev

1) a) (unicité) Deux polyndomes qui coincident sur Pensemble infini [—2, 2] sont égaux.
(existence) On définit (uy)nen par To(x) =1, Ti(x) =1 et Tq1(x) = 2Ty (x) — Th_1(x).
Par récurrence d’ordre 2, T,, est unitaire et de degré n.

De plus, 2cos(nt + t) + 2 cos(nt — t) = (2 cost)(2 cosnt).

Par récurrence d’ordre 2, on a donc V¢ € R, T,,(2 cost) = 2 cos(nt).

b) Premiére méthode :

On pose R, (z) = (—1)"T,,(—=x). 1l s’agit donc de prouver que R, (z) = T, (z).

On vérifie que les R, (z) = (—=1)"T,(—x) vérifient la méme relation de récurrence que les T),(z) :

On a Ry(z) =1 et Ry(z) =2 =To(x).

On a Ry1(z) = (=1)"" T, (—2) = —2(=1)"" T, (—z) — (=1)" 1 T,—1(—2z), donc Ry 41(x) = 2R, (x) — Rn_1(z).
Donc par unicité de la suite définie par récurrence d’ordre 2, on a Vn € N, R, (z) = T, ().

Seconde méthode :

On a T, (— cost) = T, (cos(t + 7)) = cos(nt + nw) = (—=1)"(cosnt) = (—1)" T, (cost).

Les polynomes T, (—x) et (—1)"T,,(z) coincident sur [—2,2] infini, donc sont égaux (sur R).
c¢) La formule de trigo 2 ch(nt +t) + 2ch(nt — t) = (2cht)(2chnt) donne aussi T),(2cht) = 2 ch(nt).
D’autre part, par b), T,,(— chnt) = (=1)"T,,(cht) = 2(—1)" ch(nt).

2) - Avec a # 0, T), (aX + b) est de degré n et de coefficient dominant a™.

-2\" -2\"
Donc @ est de degré n et le coefficient en X" est <M4 > (M4 ) =1.

20 — (A +p)
W= A
Or, par 1), pour tout ¢t € R, |T},(2cost)| < 2, donc pour tout y € [—2,2], |T,(y)] < 2.

Done |Q(z)] = [T (y) (’“‘;A) <3 (“;A)

3) a) On se place dans une BON (eq, ..., e,) de vecteurs propres de A.

- Soit « € [\, u]. On a 2z € [2),2u], donc y = 2 €[-2,2].

On note (21, ...,xy) les coordonnées de X dans cette base orthonormeée.

Ona X =37" zjej et AX =370 | Njzje;.

Done [AX|* = 327_, (\jaj)? < pX0jy af = w[[ X%, o p = supy<jcn Nl

Donc [[|Al] < s

De plus, la valeur est atteinte : il existe j tel que p = |Aj], et HAejH2 =|\j|=pete €8

b) 11 suffit de trouver un polynoéme pour lequel 'inégalité est vraie. Supposons d’abord .
On consideére le polyndome @ défini au 2) par Q(X) = (A" — )\1>” T, (2 2X_()\1+)\n)> .

4 An — A1
La matrice Q(A) est symétrique et de valeurs propres Q(A1), ..., Q(Ay).

Par a), on a [[|Q(A)[[| = supi<;<, [Q(A5)]-

A — A1\
Mais pour tout j € [1,p], Aj € [A1, A,], donc par 2), [Q(A;)] < 2 ( 1 1) .

A — A\ "
On en déduit |||Q(A)]]] <2 <4)\1> .

Dans le cas ou A\; = Ay, alors A = A1, et le polynome Q(z) = (x — A;)™ donne |||Q(A)]|| = 0.



Exercice B. Formule de Taylor d’une fonction de plusieurs variables.

1) Premiére méthode (en utilisant la forme quadratique) :

Ona XTAX = (X | AX) = z(ax + by) + y(bz + cy), c’est-a-dire ’XTAX = az? + 2bxy + cy? ‘

De plus, [2zy] < (22 +32). D'on | XTAX| < max(lal, |ef) (22 + 4%) + b (22 + 9%) = | X|P°.

Seconde méthode (en utilisant les valeurs propres) :
En diagonalisant la matrice A dans une base orthonormée, on montre aisément (cf exo classique a connaitre) que ‘X TAX ! <

m || X||*, ot m = max{|\|, A € Sp(4)}.

11 suffit donc de prouver que toute valeur propre de A vérifie |\ < p.

A = az + by
Soit A € Sp(A4). 1l existe (z,y) # (0,0) tel que AX = AX, c’est-a-dire

Ay =bx + cy
Si ol 2 Il > 0, on A< Ja + 1 % < Jal + ]l Sivon, Iy > Jal, et on a [\ < o + 1]

Donc A < max(laf + [b] , [b] + |¢]) = p.

Variante : X est racine du polynome caractéristique de A, donc A\* — (a + ¢)A + (ad — be) = 0.

1
Donc A = a—2|—ci§ (@ —c)? 4 4b%.
B 2 ) . la+c |a—¢] B
Comme 4/ |z|” + |y|” < |z|+ |y| (mettre au carré), on obtient |A| < — + — + b = p.
Variante : On a (A — a)(A — ¢) = b2. Donc (|| — |a])(|A] = |c]) = v?
Si |A| < r = max(|al,|c|), alors a fortiori || < p.
Si Al > 7, (1A =7)? < (Al = [al)(IA] = |e]) = b?, done [A] <7+ [b].
2) On fixe X = (z,y) € R%. Posons p(t) = f(tX) = f(tx, ty).
of of 0% f of o*f

"t) ==X —(tX ") = 22 == (tX) + 22y ——(tX 2= (tX).

Ona ¢'(t) = 25 (X)) +yg (£X) et ¢7(t) = 275 5 (LX) + 22y 5 5 (0X) +y75 5 (X)

Ainsi, ¢'(t) = XT Vf(tX) et ¢"(t) = XT H(tX) X.
Or, par la formule de Taylor Lagrange avec reste intégral appliquée a ¢ a ’ordre 2,
1
P1) = 0)+ (1= 0O+ [ (1-1) (1) e

Ce qui s’écrit aussi : f(X) = f(0)+ XT Vf(ﬁ)—l—fol (XT H(tX) X) (1—1t) dt.

3) Soit € > 0.
On pose a(X) = (g;;(X) - agj;(ﬁ)), b(X) = (aigy(m - aiafy(m> ot ¢(X) = <‘gy§(x> - gyf(ﬁ)) .
Ainsi, A(X) = H(X) — 1(0) = [ @X) X ) € S5(R)
’ b(X) (X) 2
Ona f) (XT H(0) X) (1—t)dt = (XT H(0) X) Ja—t) dt = % (XT H(D) X) .

)= XT V£(0) - % (x7 (D) X)' < R(X) = [ XTAM)X (1—1) dt.

Par 2), ‘f(X) (T
Or, par 1), [XTA®t)X| < p(tX) | X%, on p(X) = max(Ja(X)|, [e(X)]) + [b(X)] .

0°f O°f | f | o
r, 922 920y et 87;1/2 sont continues en 0, donc lim, 5 max(|a(X)|, |c(X)]) +6(X)| = 0.

Ainsi, pour || X|| < p assez petit, on a max(|a(X)]|,|c(X)]) + [b(X)| < e.

(@)

Pour || X|| < pett€[0,1], on a [[tX]|| < p, donc u(tX) < e. Donc [XTA()X|<e X%,



