
Interrogation no27 bis. Barème sur 22.5 pts

Exercice A. Une application des polynômes de Tchebychev Durée 50mn

Soit n 2 N�.

1) a) [2.5 pts] Montrer qu�il existe un unique polynôme réel Tn de degré n et unitaire tel que

8t 2 R; Tn(2 cos t) = 2 cos(nt)

b) [2 pts] Montrer que 8x 2 R, Tn(�x) = (�1)nTn(x):

c) [2.5 pts] Montrer que 8t 2 R; Tn(2 ch t) = 2 ch(nt) et Tn(�2 ch t) = 2(�1)n ch(nt):

2) [2.5 pts] Soient � < �. On considère le polynôme dé�ni par
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Justi�er brièvement que Q est unitaire de degré n et montrer que

8x 2 [�; �] ; jQ(x)j � 2
�
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3) Soit A 2 Sn(R) une matrice symétrique. On note �1; �2; :::; �n les valeurs propres de A.

On munit Rn du produit scalaire canonique. On note S = fX 2 Rn, kXk = 1g la sphère unité de Rn.

a) [2 pts] On pose jjjAjjj = supX2S kAXk : Montrer que jjjAjjj = sup1�j�n j�j j.

b) [3 pts] On note En l�ensemble des polynômes réels unitaires et de degré n.

On note �1 � �2 � ::: � �n les valeurs propres de A. Montrer que

inf
P2En

jjjP (A)jjj � 2
�
�n � �1
4

�n



Exercice B. Formule de Taylor d�une fonction de deux variables Durée 40mn

On munit R2 du produit scalaire canonique : Pour tous X et Y 2 R2, hX;Y i = XTY:

Soit f : R2 ! R X = (x; y) 7�! f(X) = f(x; y) une application de classe C2 dé�nie de R2 dans R.

On considère le gradient rf(X) et la matrice Hessienne H(X) =
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1CA 2 S2(R).

1) [2.5 pts] (F) Soit A =
�
a b
b c

�
2 S2(R). Montrer que

8X 2 R2,
��XTAX

�� � � kXk2 , où � = max(jaj ; jcj) + jbj
2) [2.5 pts] Montrer que pour tout X 2 R2,

f(X) = f(
�!
0 ) +XT rf(�!0 ) +
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Indication : Considérer 8t 2 [0; 1], '(t) = f(tX) = f(tx; ty).

3) [3 pts] En déduire que pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que pour tout X 2 R2, on a
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Remarque : D�où le DL au programme : f(X) = f(
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