
Interrogation no23 (début X 2008 PC, durée 1h40 )

Partie I

On considère la matrice réelle M =

0@ 0 0 �1
0 1 1
1 1 �1

1A.
1. Montrer que M possède une unique valeur propre réelle �, et que � 2 [1; 2]:

2. Soit � une valeur propre complexe non réelle de M .

Calculer � j�j2 et comparer j�j, 1 et 1p
2
:

3.a) Montrer que I3, M et M2 sont linéairement indépendants dansM3(R):

3.b) Exprimer M3 comme combinaison linéaire à coe¢ cients entiers de I3 et M .

Indication : Utiliser le théorème de Cayley-Hamilton.

3.c) En déduire qu�il existe deux entiers � et � tels que 8n 2 N, Mn+3 = �Mn+1 + �Mn.

Pour tout entier n 2 N, on pose un = tr(Mn) et vn = cos(�un).

4.a) Pour 0 � n � 10, calculer un et vn.

4.b) Montrer que la suite (vn)n2N est périodique, et préciser sa période.

4.c) Montrer que la suite (!k)n2N dé�nie par !k =
Pk

n=0 vk n�est pas bornée.

5.a) Exprimer un en fonction de �, � et n.

5.b) La suite (yk)n2N dé�nie par yk =
Pk

n=0 cos(��
n) est-elle bornée ?

Partie II

On note ' la fonction périodique de période 1 qui à tout réel x 2
�
�1
2
;
1

2

�
associe jxj :

6. Soient � et � deux nombres réels tels que 1 � � < �. Pour n 2 N�, on pose Jn =
R �
�
cos(2�xn) dx:

6.a) On suppose dans cette seule question 6.a) que 8x 2 [�; �], limn!+1 '(x
n) = 0:

Montrer que limn!+1 Jn = � � �.

6.b) En utilisant un changement de variable et une intégration par parties, déterminer limn!+1 Jn.

6.c) On note � l�ensemble des � 2 [1;+1[ tels que (cos(2��n))n2N ne converge pas vers 1:

Que peut-on déduire quant à � des deux questions précédentes ?


