Interrogation n°21 bis. Corrigé
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Donc les solutions sont les g(z) = xIn(1 + 22) + x — arctanz + (ax + ), avec (a, ) € R2.

1—
A.1) a) On pose Vz € [0, +00[x]0, 400, g(z,t) = %St e .

- Pour tout ¢ > 0, 'application z — g(x,t) est continue.
-Onal—cost~3t?ent=0et1—cost=010(1). Donc g(z,t) ~—o 35 et g(z,t) = O—yoo(e™).
Pour tout > 0, t — g(z,t) est intégrable sur |0, +o0.

- Propriété de domination : Va € [0, +o0], |g(z, )| < ¢(t) = ﬂ qui est intégrable sur |0, +o0].

On en déduit que f est continue sur [0, +o00].

dg 1 —cost 829
t) = —xt
ox (@,) ¢

b) - Pour tout t > 0, x — g(x,t) est C2, et . 8 ]

(x,t) = (1 — cost) e L.
- Pour tout x > 0, t — %(m t) et t — %(m t) sont intégrables sur |0, +o00].

En effet, elles sont prolongeables par continuité en 0, et sont en O (™).

- Propriété de domination :

Pour @ > 0, on a m, |%(x,t)‘ < @y(t) = 2e7% qui est intégrable sur |0, +oo|

On en déduit que f est de classe C? sur [0, +o00], et que Yz > 0, f(z) = 0 (1 — cost)e ™t
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Or, + (1—¢ )extdt—x—H,doncf”(w)—Re(— '>_a:_1—f:1c2'

¢) On pourrait utiliser la convergence dominée pour un paramétre continu. Mais une majoration directe simple

convient ici et on conclut par pincement :

1 1
z)| < f0+oo 56_” dt = 2% De méme |f'(x)| < f"’oo —Tt g <

H\H

A.2) a) On sait par 1) que f est continue en 0. Par la formule admise, on obtient f(0) = lim,_,o f(z) =

Nk

1 — cos(st)

b) La fonction ¢ : s — f(;roo 2

dt est paire, car cos est paire. On a bien ¢(0) = 0.

Il en de méme de la fonction s — [s|. Il suffit donc de considérer le cas .



2 oo 1 —cos(u)

=s—J, 5 du = s. D’ou le résultat.
T

On effectue le changement de variable u = st. On a : ¢(s)
u

A.3) On considére Im S C {s,,n € N}. On pose a, = P(S = sp).

1 — cos(spt)
J’_
On a B(|S]) = X35 sl an = £ an fo ™ ——5—— dt
. . . too . 1 — cos(snt)
On considere la série de fonctions F :]0, +00[— R t+—— > "2 F,(t), ot Fy,(t) = —

La série de fonctions converge normalement sur tout segment de ]0, +oo[, donc Fest continue.

De plus, on a bien 7% 0+°° \F ()] dt =522 0+°° Fo(t) dt =342 [sn] an < +o0.

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme & terme d’une série de fonctions.

100 1 — E(cos(St))

Donc E(|S]) = 0+°O F(t) dt, et donc = |, 2 dt par le théoréme du transfert.

A.4) a) On a cos(T'+ X) = cosT cos X —sinT'sin X. Comme T" et X sont indépendantes, on obtient :
E(cos(T' + X)) = E(cosT)E(cos X) — E(sinT)E(sin X).
Comme X et —X ont méme loi, il en est de méme de sin X et de sin(—X) = —sin(X).

Donc a fortiori, E(sin X) = E(—sin X),c’est-a-dire E(sin X) = 0. D’ou le résultat.

b) Par a) appliqué aux variables tSi_1 et a tXj, on a E(cos(tS;)) = E(cos(tSk—1))E(cos(tXk)).

Mais E(cos(tX)) = & cost + 5 cos(—t) = cost.

2 oo L —(cost)"

Par récurrence, on obtient E(cos(S,t)) = (cost)™. D’ou par 3) : E(|Sy|) 0 2 dt.
T

A.5) a) Posons g(t) =1 — (1 —¢)™ On a ¢'(t) = n(1 —t)"~! < n pour tout ¢ € [0, 1].

On a g(0) = 0 et supjg 1) ¢’ < n. Par I'inégalité des accroissements finis, on a donc Yu € [0, 1], g(t) < nt.
2

b) Par Taylor-Lagrange, u = 1 — cos (\;%) < ;—n Lorsque x € [0,1], u = 1 — cos <\jﬁ) € [0,1].

On conclut : Po € [0,1], 1 — cos z )" 1— cos [ < 2 _ &
n conclut : Pour z — — ] = — — n—=—.
b Jn) 9 vn))="om T 2

n
1 — cos <>
U n
A.6) Pour n € N*, -~ = 0+°° F.(z) dz, ou F,(z) = xzf .

n 2 1 n
-On a ( cos 2 —(1-= 4o (- — e~?/2 lorsque n tend vers +o0.
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B

Donc Vz > 0, lim,— o Fp(z) =
x
1/2 si z €]0, 1]
- Propriété de domination : Fy,(x) < p(z) = et ¢ est intégrable sur [0, +o00].
2/x?siz > 1



Par convergence dominée, lim,, .y o f0+ F,(z) doe =

Al—e‘”ﬁ/2 [1—6_9”2/2 4

A.7) Par IPP, on a : pour tous 0 < a < A, [’ =

a

A.8) On a X =2Y, — 1, oul Y,, suit la loi de Bernoulli B(3).

1 1
Donc S, = 2R,, — n, ou R, suit la loi binomiale B <n, 2). Donc Vk € [0,n], P(S, =2k —n = 27(2)

On en conclut E(|S,|) = o Zk oln—2k| (}), donc wy, = Y3 |n — 2k| () ~ 2" 2?71
B.1) S + X est d’espérance finie, car |S + X| < |S|+ 1.

On a E(|S+ X|) =3 1z k| P(S+ X = k).

Or, P(S+X =k)=3P(S+X=k|X=1)+1PS+X=k|X=-1),

cest-a-dire P(S+T =k)=3sP(S=k— 1)+ 1P(S =k +1).

dott B(IS+ X|) = 23 cp b+ 1 P(S = k) + 1 cp b — 1| P(S = k) = Xy 5k + 1] + |k — 1)) P(S = k).

k| si k € Z*

1
Or, =(lk+ 1|+ |k —-1]) =
S+ 1]+ k= 1) {1sik:0

Donc E(|S + X|) = > ez [E| P(S = k) + P(S = 0) = E(|S|) + P(S = 0).
B.2) Par 1) et par récurrence, E(|Sn|) = E(|So|) + > p_o P(Sk =0) = >_1_o P(Sk = 0) car Sy = 0.
Or, P(S,=0) = 2%,(”72) = @y, sin est pair, et P(S, = 0) = 0 si n est impair.

Donc E(‘Sn‘) = I|;(£1—1)/2j ajp = Al_(nfl)/2j

() 11 n—1/2 m)l 1,

B.4) >  A,z" est le produit de Cauchy de ) a,z™ et de > z", qui ont 1 comme rayon de convergence.

1 1 1
Done pour faf < 1, 32,55 Ana™ = (X025 Ana™) (En202") = i 7= = T o9
Or ¥—2i LN donc 4, =2(n+1) a
- Tde \VT=z)’ " ”H'

B.5) Par 2) OH&E(‘S D AL” 1)/2] donc E(|S |):2(L J +1) | (n+1)/2] ~ M| (n+1)/2)-

2 2

s

2
Or, a|(ny1)/2) ~ \/%, donc on retrouve bien E(|S,|) ~n — —



