Interrogation n°21 bis. Baréme sur 26 pts

Distance a l'origine dans les marches aléatoires‘ (inspiré de Centrale MP 2015)

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A
A.0) [1.5 pt] Déterminer les fonctions g : [0, +00[— R qui vérifient V& > 0, ¢"(z) = . f 5
T
foo L —cost __,

A.1) On pose | f(z) = [, —m ¢ dt |

a) [1.5 pt] Montrer que f est définie et continue sur U'intervalle fermé [0, 4+-o0].
1

b) [2.5 pts] Montrer que f est de classe C? sur |0, +oo[, et que Vz > 0, f"(z) = — — Higiz
T T

c) [1 pt] Montrer que f converge vers 0 en +oc.
On montre de méme (admis ici) que limy f* = 0. Et on en déduit (admis ici) que

1
Ve >0, f(z) =zlnx — 53:111(3:2 +1)— arctan:c—l—g
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A.2) a) [1 pt] Déduire de 1) que f0+ % dt = g
2 4o l-— t

b) [1 pt] Montrer que Vs € R, [s| = — 0+ (;gs(s ) dt.
i

A.3) [2.5 pts] Soit S une v.a. réelle d’espérance finie. Montrer avec soin que

T 1 — E(cos
B(sh =2 [ g

Remarque : Comme Im S est une partie de R au plus dénombrable, on peut supposer que Im S C {s,,n € N}.
A.4) a) [1.5 pt] Soient T et X deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que X et —X ont méme loi.
Montrer que E(cos(T'+ X)) = E(cosT)E(cos X).

b) [1.5 pt] On considere n € N et S, = >";'_; X}, ou les X}, sont des variables i.i.d. de Rademacher.

Montrer que

2 [T 1 — (cost)™
Bsh=2 [ 4
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On pose Vn € N, wu, = 0+00(t2)

dt.
A.5) a) [1 pt] Montrer l'inégalité : Vt € [0,1], 1— (1 —1t)" < nt.

b) [1.5 pt] En déduire que Vn € N*, Vz € [0,1], 1 — cos < °
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A.6) [2 pts] Montrer que

A.7) [1 pt] On donne f0+°° e /2 dy = \/Z . Montrer & ’aide des questions précédentes que

2n
E(|Sn|) ~ —

™

A.8) [1 pt] En déduire un équivalent lorsque n tend vers +oo de w, = > p_ |n — 2k[ ().
Partie B

B.1) [3 pts] Soit et X : Q — {—1,1} deux variables aléatoires indépendantes.

On suppose que S est d’espérance finie et que X suit la loi de Rademacher. Montrer que

E(|S+ X|)=E(|S])+ P(S=0)
B.2) [1 pt] On considére n € N et S, = >"}_; X}, ot les X}, sont des variables i.i.d. de Rademacher.
Exprimer E(|Sy,|) a l'aide de A,, = > /", 4% (Qkk)

1
B.3) [0.5 pt] On sait par le cours que z — est DSE sur | — 1, 1].
x

s

1 1
Justifier brievement que pour |z| < 1, Z:i% anT" = Niers ou m.

n

1
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En utilisant la formule de Stirling n! ~ v/27nn"e™", on en déduit (admis ici) que a, ~

B.4) [1 pt] On pose Vn € N, | A, = >0 ak |

Donner, pour |z| < 1, une expression simple de :{i% Apz™, et en déduire A, = 2(n + 1)ay1.

2n

B.5) [0 pt] Retrouver E(|S,]|) ~ \/>
m



