
Interrogation no21. Corrigé

A.1) - Supposons � > 1: On a
1

(lnn)�
= o (n") pour tout " > 0:

A fortiori, un = O
�

1

n��"

�
. On choisit " > 0 assez petit de sorte que �� " > 1:

Par comparaison avec les séries de Riemann,
P
un converge.

- Supposons � = 1. La fonction t 7�! 1

t(ln t)�
décroît pour t assez grand.

Donc
P
un est de même nature que

R +1
e

dt

t(ln t)�
: Or,

R +1
e

dt

t(ln t)�
=
R +1
1

du

u�
avec u = ln t et

dt

t
= du:

Par les intégrales de Riemann,
P
un converge ssi � > 1:

- Supposons � < 1.

Alors
1

n(lnn)�
� 1

n
pour n assez grand. Donc

P
un diverge par comparaison.

A.2) cf cours. Idée : Avec vn =
un
n�
, on a ln(vn+1)� ln(vn) = O (

1

n2
), donc (ln(vn))n2N: converge.

Avec L = limn!+1 ln(vn), on a donc un � eLn�. Par comparaison,
P
un converge si � > 1 et diverge si � � 1:

A.3) a) On a 8n � p, an � Kbn avec K =
ap
bp
: On conclut par comparaison : an = O(bn).

b) On a
bn+1
bn

= 1� �
n
+ o

�
1

n

�
. Donc

�
bn+1
bn

� an+1
an

�
� �� �

n
:

Comme � < �, alors
an+1
an

� bn+1
bn

pour n assez grand.

b) Supposons � > 1. En choisissant � tel que 1 < � < �, on conclut par a) vu que
P
bn converge.

d) On considère an =
1

n(lnn)�
.

On a
n

n+ 1
=

1

1 + 1=n
= 1� 1

n
+ o (

1

n
) et

lnn

ln(n+ 1)
=

lnn

lnn+O(1=n)
= O

�
1

n lnn

�
:

D�où
an+1
an

= 1� 1

n
+ o (

1

n
). Mais par 1) la série diverge lorsque � � 1 et converge si � > 1:

B. On note d�abord qu�il su¢ t de prouver l�inégalité 8x 2 R, ch(x) � exp
�
1

2
x2
�
:

On conclut en e¤et en l�appliquant à
xp
n
et en composant par u 7�! un qui est croissante sur [0;+1[:

B.1) On a ch(x) =
P+1
n=0

x2n

(2n)!
et exp

�
x2

2

�
=
P+1
n=0

1

n!

�
x2

2

�n
=
P+1
n=0

x2n

2n(n)!
:

L�inégalité résulte alors de 8n 2 N, 2n(n)! = 2� 4� 6� :::� (2n) � (2n)!

B.2) Par parité, on peut se limiter au cas x � 0: On pose f(x) = ln(ch(x)):

On a 8x 2 R, f 0(x) = sh(x)

ch(x)
et f 00(x) =

ch(x)

ch(x)
�
�
sh(x)

ch(x)

�2
� 1:

Donc f(0) = f 0(0) = 0 et 8x � 0, f 00(x) � 1. En intégrant deux fois sur [0; x], on a 8x � 0, f(x) � 1

2
x2:

On en déduit l�inégalité demandée en composant par exp croissante.

C.1) La solution la plus élégante consiste à étudier f(x) = x�1P (x):

On a 8x > 0, f(x) = 1�
Pn�1
k=0

ck
xn�k

, donc f 0(x) =
Pn�1
k=0

(n� k)ck
xn�k+1

> 0:

Or, limx!0;x>0 f(x) = �1 et limx!+1 f(x) = 1, donc par le th de la bijection, f admet un unique zéro.

Or, f et P ont les mêmes zéros sur ]0;+1[. D�où le résultat.



Remarque : Une autre méthode consiste à dériver P et à raisonner par récurrence sur n = degP , car 1
nP

0 est de

la même forme (c�est-à-dire xn�1 �
Pn�2
k=0 bkx

k, avec bk > 0).

C.2) a) Posons L = (x1 ::: xn).

La système LM = �M s�écrit
Pn
j=1 ajxj = �x1 et 8j 2 [[2; n]], bj�1xj�1 = �xj :

On obtient donc
Pn
j=1 ajxj = �x1 et 8j 2 [[2; n]], xj =

b1:::bj�1

�j�1
x1: On pose cj = ajb1:::bj�1 > 0:

Par 1), il existe un unique réel strictement positif � véri�ant
Pn
j=1 cj�

n�j = �n:

Donc l�unique solution est (�; L), où L = x1
�
cj�

n�j�
1�j�n, avec x1 =

1Pn
j=1 cj�

n�j :

C.3) Par 2), � est valeur propre de MT , donc aussi de M (même polynôme caractéristique).

Supposons X véri�ant MX = �X. On a anx1 = �xn et 8j 2 [[1; n� 1]], ajx1 + bjxj+1 = �xj :
Par récurrence descendante sur j, les xj sont déterminés par x1 et de même signe que x1:

Donc le sev propre E� de M est une droite de la forme RZ, où Z 2Mn;1(R�+):
On a � = LZ =

Pn
k=1 akzk > 0, avec ak > 0 et zk > 0: Donc l�unique solution est X = ��1X:

D.1) (X1; :::; Xn) et (Y1; :::; Yn) ont même loi, car P (X1 = x1; :::; Xn = xn) =
Qn
k=1 P (Xk = xk):

Donc (par la proprité du rappel), f(X1; :::; Xn) � f(Y1; :::; Yn):

D.2) a) Par la formule des probas totales,

P (ZX = x) = 1
2P�(ZX = x j Z = 1) + 1

2P�(ZX = x j Z = �1):
Or, P�(ZX = x j Z = 1) = P�(X = x j Z = 1) = P�(X = x) car X et Z sont indépendantes.

De même, P�(ZX = x j Z = �1) = P (X = �x).
Comme X et �X ont même loi, on obtient P (ZX = x) = P�(X = x). Donc X et ZX ont même loi.

b) On a P (XZ = x; Y Z = y) = 1
2P (XZ = x; Y Z = y j Z = 1) +

1
2P (XZ = x; Y Z = y j Z = �1):

De même qu�au a), on a P (XZ = x; Y Z = y) = 1
2P (X = x; Y = y) + 1

2P (X = �x; Y = �y):
Or, P (X = x; Y = y) = P (X = x)P (Y = y): et P (X = �x; Y = �y) = P (X = �x)P (Y = �y):
Donc P (XZ = x; Y Z = y) = 1

2P (X = x)P (Y = y) + 1
2P (X = x)P (Y = y) = P (X = x)P (Y = y).

Par a), on obtient P (XZ = x; Y Z = y) = P (XZ = x)P (Y Z = y). Donc XZ et Y Z sont indépendantes.

D.3) a) Par 1), A a meme loi que la matrice aléatoire B = (�X1; :::; Xn) obtenue en changeant le signe de la
première colonne de A. Donc detA et detB ont même loi. Mais detB = �detA:
Donc la loi de detA est symétrique.

b) En multipliant la i-ième ligne par Xi1, avec 1 � i � n, et en multipliant la j-ième colonne par X11X1j , avec
2 � j � n, on a

detA = (X11)
n

 
nY
i=2

Xi1

!0@ nY
j=2

X1j

1AdetM , où M =

0BBBBB@
1 1 1 � � � 1
1 Y22 Y23 � � � Y2n
1 Y32 Y33 Yn3
...

...
. . .

...
1 Yn2 Yn3 � � � Ynn

1CCCCCA
avec 8i � 2, 8j � 2, Yij = XijXi1X1jX11:

Il résulte de 2) a) et de la propriété admise que les Yij sont indépendantes et de même loi de Rademacher. Il

résulte donc de 1) que detM et detB ont même loi.

Or, Z = (X11)
n (
Qn
i=2Xi1)

�Qn
j=2X1j

�
est une v.a. de Rademacher indépendante des Xij , avec i � 2 et j � 2,

donc des Yij (à nouveau par par 2) b)), donc de detM .

On en déduit que detA et detM ont même loi, et on conclut que detA et detB ont même loi.


