
Interrogation n�20. Barème sur 25.5 pts. Durée 1h40mn

Terminologie : auto-adjoint = symétrique ; isométrie = transformation orthogonale.

- on munit Rn du produit scalaire canonique (X j Y ) = XTY =
Pn
i=1 xiyi:

- dans tout le sujet, E désigne un espace euclidien muni d�un produit scalaire hx; yi :

1) Décomposition polaire

On munitMn(R) de la norme euclidienne canonique kAk =
p
tr(ATA) =

qPn
i=1

Pn
j=1 a

2
ij :

a) [1 pt] Soit A 2 GLn(R). La matrice ATA est symétrique. Justi�er que ATA est dé�nie positive.

b) [1 pt] Montrer brièvement qu�il existe S 2 S++n (R) telle que S2 = ATA:

c) [0.5 pt] On note �1; :::; �n les valeurs propres de S. Montrer que kAk2 =
Pn
j=1 �

2
j .

d) [0.5 pt] On pose U = AS�1: Montrer que U 2 On(R).

e) [0.5 pt] Par d), toute matrice A 2 GLn(R) s�écrit sous la forme A = US, où U 2 On(R) et S 2 S++n (R):

Montrer aussi qu�il existe U 2 On(R) et S 2 S++n (R) telles que A = SU .

f) [0.5 pt] Montrer brièvement qu�il existe U et V 2 On(R) et une matrice diagonale D à coe¢ cients strictement

positifs telle que A = UDV:

2) Soit A 2Mn(R) véri�ant 8X 2 Rn, XTAX = 0, c�est-à-dire (X j AX) = 0:

a) [1.5 pt] Montrer que 8(X;Y ) 2 Rn � Rn, (X j AY ) = � (AX j Y ) : En déduire AT = �A:

b) [1 pt] Montrer que A2 appartient à S�n (R), c�est-à-dire que A2 symétrique négative.

c) [0.5 pt] En déduire que les valeurs propres de A sur C sont imaginaires pures.

3) On considère A 2Mn;p(R). On note A1; :::; Ap les vecteurs colonnes de A.

a) [1.5 pt] Soit B 2Mp;n(R). On considère les matrices carrées AB 2Mn(R) et BA 2Mp(R).

Calculer
�
xIn A

B Ip

��
In On;p
�B xIp

�
et
�
xIn A

B Ip

��
In �A
Op;n xIp

�
. En déduire xp�AB(x) = x

n�BA(x):

b) [2 pts] Montrer qu�il existe des réels �1 � �2 � ::: � �r > 0, et des matrices V 2 Op(R) et W 2 On(R) tels que

ATA = V

�
J Or;p�r
Op�r;r Op�r;p�r

�
V T et AAT =W

�
J Or;n�r
On�r;r On�r;n�r

�
W T , où J = Diag(�1; ::; �r):

c) [1 pt] On pose 8j 2 f1; :::; rg, Uj =
1p
�j
AVj . Montrer que (U1; :::; Ur) est une famille orthonormée.

d) [2 pts] On considère la matrice diagonale D = Diag(�1; ::; �r) où �j =
p
�j :

Montrer qu�il existe des matrices U 2 On(R) et V 2 Op(R) telles que A = U
�
D Or;p�r
On�r;r On�r;p�r

�
V T :

Indications :

Interpréter UTAV en termes de changement de bases.

Autre solution : Exprimer les coe¢ cients (UTAV )ij en fonction de Ui et Vj :



4) Soit A 2 Sn(R) une matrice symétrique réelle. On note a l�endomorphisme canoniquement associé à A.

a) [1 pt] On pose � la plus petite valeur propre de A. Montrer que 8X 2 Rn, (X j AX) � � kXk2 :

b) [1 pt] Soit X : R! Rn t 7�! X(t) une fonction vectorielle de classe C2: On suppose X 00(t) = �AX(t) :

On pose '(t) = (X(t) j AX(t)) + kX 0(t)k2 : Montrer que ' est constante.

c) [1 pt] On suppose A 2 S++n (R). Montrer que X est bornée sur R:

d) [0.5 pt] (F) On suppose ici que A 2Mn(R) est seulement diagonalisable.

Montrer qu�il existe un produit scalaire sur E = Rn pour lequel A est symétrique.

Remarque culturelle : Cela permet ainsi de généraliser c) à toute matrice A diagonalisable.

5) Soit E = C0([0; 1];R) l�ev des fonctions continues sur [0; 1], muni du produit scalaire hf; gi =
R 1
0 f(t)g(t) dt:

Soit f 2 E: Soit (en)n2N une famille orthonormée de E. On pose 8n 2 N, Fn = Vect(e0; :::; en):

a) [1 pt] Montrer brièvement que le projeté orthogonal de f sur Fn est gn =
Pn
k=0 hf; eki ek:

b) [1 pt] Montrer l�inégalité de Bessel :
P+1
n=0 hf; eni

2 � kfk2 :

c) [1 pt] (F) On suppose que F = Vect(en)n2N est dense dans E pour la norme euclidienne.

Il existe donc une suite (fn)n2N de fonctions telle que 8n 2 N, fn 2 Fn et limn!+1 kf � fnk = 0:

Montrer que kfk2 =
P+1
n=0 hf; eni

2 :

6) a) [1 pt] Soit f un endomorphisme symétrique de E.

Montrer qu�il existe une base (e1; :::; en) de E telle que 8(i; j),
(
hei; eji = �ij
(i 6= j)) hei; f(ej)i = 0

b) [0.5 pt] On considère désormais A 2 S++n (R) symétrique dé�nie positive et B 2 Sn(R) symétrique.

On note h ; i le produit scalaire dé�ni par la matrice A, c�est-à-dire hX;Y i = (X j AY ) .

Montrer que l�endomorphisme A�1B est auto-adjoint pour h ; i :

c) [1 pt] Montrer qu�il existe une base (X1; :::; Xn) de Rn telle que 8(i; j),
(
XT
i AXj = �ij

(i 6= j)) XT
i BXj = 0

d) [0.5 pt] Montrer qu�il existe une matrice P 2 GLn(R) telle que P TAP = In et P TBP diagonale.

e) Question supplémentaire hors-interrogation

Retrouver le résultat du d) en considérant M = S�1BS�1, où S 2 S++n (R) est telle que A = S2:

7) Soient f : [0; 1]! R une application et n réels distincts 0 � a1 < ::: < an � 1:

Soit d 2 N. Pour P 2 Rd[X], on considère �(P ) =
Pn
i=1 (P (ai)� f (ai))

2 .

On note m = inf �, c�est-à-dire m = inff�(P ) j P 2 Rd[X]g:

a) [0.5 pt] On suppose d � n� 1. Montrer que m = 0:

b) [1 pt] On suppose d � n� 1: Montrer qu�il existe un unique P 2 Rd[X] tel que �(P ) = m.

Suggestion : Munir E = Rn�1[X] d�un produit scalaire judicieusement choisi.

8) [1 pt] Soient un vecteur non nul z 2 Rn et un endomorphisme A 2Mn(R).

On considère l�hyperplan H = z?, c�est-à-dire 8x 2 Rn, x 2 H ssi (x j z) = 0:

Montrer que H est stable par A ssi z est un vecteur propre de AT :


