Interrogation n°19 bis. Corrigé

Exercice A

1) On a P(S, = k) = (7) (A)k (1 _ )‘>n_k _nn=b..(n-k+1) <1 B )\)n_k.

n n k! n

—1..in—k+1 k
On a (Z) = n(n ) k(ln +1) ~ % lorsque n tend vers 4oo.

AN\ )y
Et (1 - > = exp <(n —k)In (1 - >> =exp(—A+o0(1)) ~ e lorsque n — +oo.
n n
)\k
On en déduit P(S, = k) ~ ge_’\ = P(Z = k), d’ou le résultat.

2) Comme les Y; sont indépendantes, Gz, (t) = Gy, (t)...Gy, (t).

Or, Gy, (t) = exp(Ai(t — 1)), donc Gz, (t) = exp(A(t — 1)), ou A = > | A,

Par unicité du DSE, on a P(Z, = k) = ]je_)‘, donc Z,, suit une loi de Poisson de parameétre A.
3) PX#AY)=1-PX=Y)=1-S,2P(X =kY =k).
Onaici(X=0,Y=0)=(X=0)car (X =0)C (Y =0). Deméme, (X =1,Y=1)= (Y =1).
On a d’autre part Vk > 2, P(X = k) =0, donc P(X =k,Y =k) =0.

Onendéduit P(X #Y)=1-PY =0)—-PY =1)=1—-(1—p)—pe?=p—pe? = f(p).
Comme e P > 1 — p, alors (1 —eP) < p, donc f(p) < p*.

4) On a Vi € [1,n], P(X; #Y;:) < p3.
Pour prouver l'inégalité demandée, il suffit de prouver que P(S, # Z,) < > | P(X; # Y)).
Or, (Sn # Zn) C Uy<icn(Xi # Yi), car si Sp(w) # Zn(w), il existe au moins un i tel que X;(w) # Yi(w).
On en déduit qu’on a bien P(S,, # Z,) < > i" | P(X; #Yj).

Isi(X(w)eAetY(w)¢ A) ou(X(w)¢ Aet Y(w) e A)
5) a) |[Lxea — lyeca| est lav.a. wr— { 0 sinon
Or, si (X(w) € Aet Y(w) ¢ A), alors a fortiori, X (w) # Y (w). De méme si (X(w) ¢ Aet Y(w) € A).
Donc |1xea — lyeal < 1xzy.
Par passage a 'espérance, on a donc F(|1xeca — lyeal|) < P(X #Y).
Or, |[P(X e A)—P(Y € A)|=|E(lxea — lyea)| < E(|1xeca — lyeal). D’ou le résultat.
b)Onas=3, y|P(X=Fk) —PY =k)|=>,cAa(P(X=k)—PY =k))+> ,cp(PY =k)—P(X =F)).
Or, |[P(X € A) = P(Y € A)| = Y4 ca P(X =k) = P(Y = k)| =Y 4en (P(X =k) = P(Y =k)).
De méme, |P(X € B) = P(Y € B)| = |Y1cp P(X =k) = P(Y = k)| =Y e (P(Y =k) = P(X =k)).
On en déduit que s = |P(X € A) — P(Y € A)|+ |P(X € B) — P(Y € B)|. Donc par a), s <2P(X #Y).
6) a) On reprend les notations de 4). On a donc P(S,, # Z,) < Y., p2.
On sait aussi par 2) que Z,, suit la loi de Poisson de parameétre .

k
P(S, =k)— A—e"\

On a donc par 5), Y, cn o

= wen | P(Sn = k) — P(Z, = k)| <2P(Sy # Zy).

D’ou le résultat.

A
b) On prend p; = —. On suppose aussi X7, ..., X;, mutuellement indépendantes.
n

Ainsi, S, = X1 + ... + X}, suit la loi binomiale B <n, A) .
n



Ak 2?2
Par a), > .oy |[P(Sn = k) — ﬁe_’\ =y p; < p
AF 2?2 AF
A fortiori, pour tout k € N, |P(S,, = k) — o ~A < = donc lim,_, 100 P(S, = k) = e e
! n

7) On a aisément P(X =Y) < P(X=0,Y=0)+P(X =1,Y =1)+ 0 < min(1 — p,e”P) + min(p, peP).
Commee?>1—pete?<1l,onaP(X=Y)<1-—p+pe?=f(p).
Donc P(X #Y)=1—-P(X =Y) >p(l —eP).
Iy aégalitessi P(X =0,Y =0)=P(X=0)et P(X=1Y=1)=P(Y =1).
Doncssi (X =0)C (Y =0)et (Y =1)C (X =0).
Exercice B
1) a) exp(t (X, V') est de la forme f(X), donc est une variable aléatoire.
On pose ap = P(X = ¢1). On a ayexp(t (ez, v')) < apexp(t || 7).
La série .oy ar exp(t | V']|) converge donc absolument.
Par le théoréme du transfert, exp(t (X, v') est d’espérance finie et Lx (t) = E(exp(t (X, V')). = > ey ok €XP
b) Posons fi(t) = ax exp(t (ex, V). On a fi(t) = ay (ex, V') exp(t (ex, V)).
Donc supyg | f;| < Kag, ot K = p |7 exp(p || 7).
Ainsi, Yoy f,; converge normalement sur tout segment [0, p|.
On en déduit que Lx = Y,y f5, est de classe C1 sur [0, +-00[ et L'y () = +20 ax (er, ) exp(t (ex, V).
En particulier L'y (0) = Y>>/ ay (€2, V') = E((X, ).
¢) Ona E((X, 7)) = >/ ax (e, V). Or, Sp_gar (ex, V) = O p_ Oaka;,_)> par linéarité.
Par continuité de la forme lindaire (en dim finie) z — (z,7'), on a > ;2% ax (e, ') = (3025 axer, V') .
Donc E({X,')) = (E(X), 7)) = 0.
Remarque : En fait, pour toute forme linéaire (continue) ¢ : £ — R, on a E(p(X)) = ¢(E(X)).
2) a) On a P((S,, ¥') > ) < P(exp(t (S,, V') > exp(tA)), car  — exp(tz) est croissante.
E(exp(t (Sn, 7))
exp(t\) ’
On a exp(t (Sp, V') = [[1—; exp(t (Xk, V), donc E(exp(t (S, v')) = E(exp(t (X, v))" = Lx(t)".
Donc P((S,, ¥') > \) < exp(nln Lx(t) — At).

Par Markov (la v.a. étant positive), on obtient P((S,, v') > \) <

1 A
b) On choisit ¢ de sorte & minimiser ¢ —— §m€2 — At, donc on prend t = —, d’ou le résultat.
n

¢) On considére une base orthonormée (v1, ..., v7) de R%. On a alors ||S,? = Zzzl (S, 00)2 .

)\2
Lorsque ||S,||> > A2, il existe k € [1,d] tel que (Sn,v_/.;>2 > R
. . A - A
Donc (||S,]| > A) est inclus dans la réunion des (2d) événéments (S,,, v;) > — et (S,, —vi) > —.
(EEPY (2d) (50,7) = = et (S~ > S=

A 1 /2 A2
Or, pour tout v de norme 1, P ((Sn, vy > ﬂ) < exp <_2n <\/&> > = exp <_2n) .

A2
Donc P(||Sp|| > A) < 2dexp <_2nd> .

o D) (LN D)
3) Ona (In L) (t) = 75 = (Li( >> SIx0) - BE@)
Comme (X, ) < | X|? | 7| = 1, alors (InLx)" (t) < 1.

1
Mais (In Ly)” (0) =In1 =0 et (In Lx)" (0) = 0. Donc par Taylor-Lagrange, V¢ > 0, In Ly (t) < §t2.



