Interrogation n°19 bis. Baréme sur 25 pts. Durée 1h40

Exercice A. Théoréme des événements rares‘

Toutes les variables aléatoires considérées sont entiéres, c’est-a-dire & valeurs dans N.
1) [2 pts] Un ezemple

A
Soit un réel A > 0. Pour tout entier n > A, on considére une v.a. S, de loi binomiale B <n, ) .
n

Soit Z une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre \.

Montrer (sans trop détailler les calculs) que la loi de S,, converge vers la loi de Z, c¢’est-a-dire

VkeN,  lim P(S,=k)=P(Z=k)

n—-+00
2) [1.5 pt] On considere des v.a. Y7,..., Y, de loi de Poisson de parameétres respectifs Ap, ..., Ay.
On suppose que les variables Y7, ..., Y,, sont (mutuellement) indépendantes. On pose Z,, = Y] + ... + Yj,.

Justifier que Z,, suit une loi de Poisson de parameétre A = A1 + ... + A,

3) [2 pts| Pour tout p € [0, 1], on pose f(p) =p(l —e~P).

Soit X une variable de Bernoulli de parameétre p € [0, 1].

Soit Y une variable de Poisson ’de méme paramétre p ‘

On suppose que (X =0) C (Y =0) et que (Y =1) C (X =1).

Montrer que P(X # Y) = f(p). En déduire (trés bricvement) que | P(X #Y) < p?|.

4) [2 pts] Soit n € N*. Soient Xy, ..., X,, des variables de Bernoulli indépendantes de parametres py, ..., pp.

On admet qu’il existe des variables de Poisson Y7, ..., Y, indépendantes telles que

Vie[l,n] ,  PX;#Y:) <p?

On pose ’ S,=X1+..+X, ‘ et ’Zn =V1+..+Y, ‘ Montrer que P(S, # Z,) < Z?le?.

5) [4 pts] (%) Soient X et Y deux variables aléatoires entiéres.

a) Soit A C N. Montrer que |1xea — lyea| < 1xzy et que |[P(X € A) —P(Y € A)| < P(X #Y).

b) En déduire que | Y, .y |P(X =k) = P(Y = k)| <2P(X #Y)|

Indication : Prendre A={keN|P(X=k)>PY =k)}et B=N~NA={keN|P(X=k)<PY =k)}.



6) a) [1.5 pt] Soient Xj, ..., X,, des variables de Bernoulli indépendantes de parameétres pi, ..., pp.

On pose S, =Y 1y Xj et A= | p;. Montrer que

D

keN

n

<2) p}

=1

k

P(S, = k) — %e—*

b) [1 pt] En déduire une nouvelle preuve de ’exemple de la question 1).

7) Question supplémentaire hors-interrogation

Soit X une variable aléatoire de parameétre p. Montrer que pour toute v.a. Y de loi de Poisson de méme paramétre

p,ona P(X #Y) > p(l —eP) et qu’on peut trouver Y pour laquelle il y a égalité.

’Exercice B. Majoration sous-gaussienne‘

Soit A = {ex, k € N} un ensemble dénombrable de lvecteurs unitaires de R? ‘, ott R? est muni du psc (, ).

Soit X une v.a. a valeurs dans A. On pose Vk € N, |ay = P(X = ¢;) |. On suppose | E(X) = 0
1) [5 pts] Soit ¥ € R? un vecteur unitaire. On considére Vt > 0, | Lx (t) = E(exp(t (X, v)) |
a) Soit ¢ > 0. Justifier que Y = exp(t (X, ¥')) est une variable aléatoire d’espérance finie.
b) Montrer que Lx est de classe C! sur [0, +oo[ et que L’ (0) = E((X, 7')).
c) En déduire que L' (0) = 0.
2) Soient X1, ..., X,, variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.
On pose | Sy, = Y 14 Xj | Soit A > 0.
a) [3 pts] Montrer que pour tout ¢ > 0, on a

P((Sp, V) > A) <exp(nlnLx(t) — At)
b) [0.5 pt] On admet ¥t > 0, In Lx(t) < %tQ. Montrer que | P({Sp, ¥') > ) < exp (—;Z) :
c) [2 pts] () En déduire que

P(ISull = A) < 2dexp (—;dn>
Indication : Utiliser ||S,||* = Zizl (Sn, v_>k>2, ol (v1,...,0q) est une base orthonormée de R
1o

3) Question supplémentaire : Montrer que (In Lx)" (t) < 1. En déduire V¢ > 0, In Lx (t) < §t



