Interrogation n°18. Baréme sur 25 pts. Durée 1h30mn

1) [4 pts] Soit f: R?2 = R (z,y) — f(x,y) de classe C2.

On suppose que f admet en (0,0) un minimum local.

a) Montrer la propriété du cours : La matrice Hessienne H(0,0) est positive, c’est-a-dire H(0,0) € Sy (R).
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2) [1 pt] Soit f: U =R x = (z1,...,3p) — f(x1,...,7p) de classe C1, ott U ouvert de RP.

b) Montrer que

Expliciter sans justification, en utilisant le gradient, la différentielle df (z) de f en x.

On précisera notamment ’ensemble de définition de df (x).

Rappel sur la notation : On rappelle que I'image d’un vecteur h par df (z) se note df (x) - h

3) Soit f: R? — R de classe C2.
0*f

a) [1 pt] Donner sans justification les solutions de —5 922 5 +f=0.
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b) [2 pts] Résoudre (E) : 922 * 2000, T a2

2
Indication : Utiliser —2, ou g(u,v) = f(au + bv, cu + dv) avec a, b, ¢, d bien choisis.
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Remarque culturelle : On peut noter que — 82 82 +a—2— é—i—g i
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4) On considére U = {(z,y) € R? | x > 0}. Soit f: U —= R (z,y) — f(z,y).
a) [0.5 pt] Montrer que U est ouvert.

b) [0.5 pt] Pour (x,t) € U =R xR, on pose g(x,t) = f(x,tx). Donner sans justification gg(az,t).
x

c) [1.5 pt] Soit A € R. Résoudre (E) : mgf + gf =Afsur U.

Y
5) [2 pts] On considére le compact T = {(z1,...,xz,) ER" |21 >0, ... , zp >0et 21 + ... + 2, < 1}.
Déterminer supy f, ot f(z1,...,2n) = T1....Zp (1 — 21 — ... — Tp).

6) Soit f: R — R une fonction de classe C*°.

flo) - 1)
On considére V(z,y) € R?, F(x,y) = r—y HeAy
Fl@)siz=y

a) [1 pt] Montrer que V(z,y) € R%, F(z,y) = fol f(x+tly—2z)) dt.
b) [1.5 pt] Montrer que F est continue sur R2.

c) [1 pt] Donner (en deux ou trois lignes) les idées permettant de prouver que F est de classe C! sur R2.



7) Soit f: R x R — R (z,y) — f(z,y) une fonction de classe C?.

a) [2 pts] Soient (a,b,¢c,d) € R%.
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Montrer que f(b,d) — f(a,d) — f(b,c) + f(a,c) = ffg(u) du, ou g(z) = |, D0y

(z,v) dv.

b) [1.5 pt] Soit (z,y) € R2. Montrer qu'il existe (u,v) € [0,z] x [0,%] tel que
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8) Soit p € N*. On considére E = {(uy)neny € CN |V € N, upqp = — Z:(l) Utk }-
p

a) [1 pt] Montrer que F est un sev de CN et préciser sa dimension.

b) Question supplémentaire hors-interrogation

Montrer que le polynéome P(X) = X? — ; Zi;é XF est scindé a racines simples sur C.

c) [1 pt] Soit A racine de P distincte de 1. Montrer que |A| < 1.

d) [1 pt] On note Ao = 1, Ay, ... , Ap—1 les racines de P. Montrer que £ = Vect((A})nen, 0 < j < p}.

e) [0.5 pt] Montrer que (up)nen converge.

9) (%) Une preuve du théoréme spectral
(La difficulté est de prouver que tout endomorphisme symétrique u admet une valeur propre).
Soit u un endomorphisme symétrique d’'un espace euclidien £ : On a (z,u(y)) = (u(x),y) .

On note S la sphére unité et N(u) = SUWD2c g (7} W
x

a) [0.5 pt] Montrer qu’il existe zg € S tel que N(u) = (zg, u(xp)) .

(u(xo + th),zo + th)
| zo + th|?

b) [1 pt] Soit h € E. On considére ¢ : t — définie au voisinage de 0.
En utilisant ¢, montrer que (u(xo), h) = (u(zo), xo) (xo, h) .

c) [0.5 pt] Montrer que zg est un vecteur propre de wu.



