
Interrogation no17. Corrigé

1) On a limn!+1 f
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On en déduit que f n�admet pas de limite en
�!
0 :

2) On a aussi f(x; 0) = '(jxj) = o (x), car '0(0) = 0. Donc @f
@x
(0; 0) existe et vaut 0:

Pour (x; y) 6= (0; 0), on a : @f
@x
(x; y) =

xp
x2 + y2

'0(
p
x2 + y2):

Pour (x; y) 6= (0; 0), on a :
����@f@x (x; y)

���� � ���'0(px2 + y2)���! 0 lorsque (x; y) tend vers 0:

Donc
@f

@x
existe et est continue en (0; 0).

Remarque : On peut aussi prouver que
@f

@x
(0; 0) = 0 en utilisant le th du prolongement C1:

En e¤et, posons g(x) = f(x; 0) = '(jxj). On a 8x 6= 0, g0(x) = x

jxj'
0(jxj) qui tend vers 0 lorsque x! 0:

Par le théorème du prolongement C1, g est dérivable en 0 et g0(0) = 0, c�est-à-dire
@f

@x
(0; 0) = 0:

3) a) L�application ' : [0; 1]! R t 7�! f(tx) est dérivable, et '0(t) = rf(tx) � x:

Comme '(1)� '(0) =
R 1
0 '

0(t) dt, alors on obtient f(x) = f(0) +
R 1
0 rf(tx) � x dt:

b) Supposons
@f

@xj
(x) = 0 pour tout j 2 [[1; n]]. Alors rf(x) = �!0 pour tout x. Par a), f(x) = f(0) +

R 1
0 0 = f(0):

Réciproquement, toute fonction f constante convient. Les solutions sont donc les solutions constantes.

c) Supposons
@2f

@xi@xj
(x) = 0 pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2 et x 2 Rn:

Par a), les
@f

@xj
sont constantes. Donc il existe v 2 Rn tel que 8x, rf(x) = v:

Donc f(x) = f(0) +
R 1
0 v � x dt = f(0) + v � x:

Réciproquement, toute fonction a¢ ne f : x 7�! v � x+ b convient :

On a f(x) =
Pn
j=1 vjxj + b, donc

@f

@xj
(x) = vj , donc rf(x) = v constante.

4) La série entière
P+1
n=0 janj zn admet le même rayon de convergence R.

L�application g : [0; R[! C r 7�!
P+1
n=1 janj rn est continue comme somme d�une série entière.

D�autre part, jf(x; y)� f(0; 0)j �
P+1
n=1 janj rn = g(r), où r = jx+ iyj =

p
x2 + y2:

On a limr!0 g(r) = 0: Par pincement, on a donc lim(x;y)!(0;0) f(x; y) = f(0; 0):

Remarque : Le programme o¢ ciel admet en fait la continuité de f sur tout le disque ouvert D(0; R).

5) a) On a
@F

@x
(x; y) = f(x; y) et

@F

@y
(x; y) =

R x
0

@f

@y
(t; y) dt:

b) On a J(x) = F (!(x); x): Comme F et ! sont C1, alors J est C1.

Et J 0(x) = !0(x)
@F

@x
(!(x); x) +

@F

@y
(!(x); x) = !0(x)f(!(x); x) +

R !(x)
0

@f

@y
(t; x) dt:



6) On a
@g

@r
(r; �) = cos �

@f

@x
(M) + sin �

@f

@x
(M) et

@g

@�
(M) = �r sin � @f

@x
(M) + r cos �

@f

@x
(M).

Donc
@2g

@r2
(r; �) = cos2 �

@2f

@x2
(M) + 2 sin � cos �

@2f

@x@y
(M) + sin2 �

@2f

@y2
(M):

Et
@2g

@�2
(r; �) = r2 sin2 �

@2f

@x2
(M)� 2r2 sin � cos � @2f

@x@y
(M) + r2 cos2 �

@2f

@y2
(M)� r cos � @f

@x
(M)� r sin � @f

@x
(M):

On conclut
@2g

@r2
(r; �) +

1

r

@g

@r
(r; �) +

1

r2
@2g

@�2
(r; �) =

@2f

@x2
(M) +

@2f

@y2
(M) car cos2+sin2 = 1:

7) a) On a limn!+1 k�!xnk = k�!x k donc (k�!xnk)n2N est bornée. On pose R = supn2N k�!xnk :

Notons D le disque de centre
�!
0 et de rayon R dans Rp:

Il existe M = sup[0;1]�D jf(t;�!x )j, qui existe car f continue sur K = [0; 1]�D qui est un compact de Rp+1.

On a alors 8t 2 [0; 1], 8n 2 N, jf(t;�!xn)j �M .

b) Soit (�!xn)n2N une suite de Rp convergeant vers �!x :

On applique le th de convergence dominée appliquée à In =
R 1
0 gn(t) dt, avec gn(t) = f(t;

�!xn):

On a limn!+1 gn(t) = f(t;
�!x ) par continuité de f .

On a 8t 2 [0; 1], jgn(t)j � '(t) =M dé�nie au a) et ' est bien intégrable sur [0; 1]

On en déduit par convergence dominée que limn!+1 In =
R 1
0 f(t;

�!x ) dt:

Ainsi, limn!+1 F (
�!x n) = F (�!x ): Par caractérisation séquentielle, on en déduit que F est continue:

On a 8t 2 [0; 1], jgn(t)j � '(t) =M , où M = sup[0;1]�D jf(t;�!x )j, qui existe car [0; 1]�D compact.

8) a) On a f(�!x ) =
R 1
0 rf(tx) � x dt =

Pn
k=1 xkgk(x1; :::; xn), avec

gk(x1; :::; xn) =

Z 1

0

@fk
@xk

(tx1; :::; txn) dt

Les gk sont continues par la question 7) appliquée aux fonctions (t;
�!x ) 7�! @fk

@xk
(t�!x ):

b) On a f(x; y) = xg(x; y) + yh(x; y) n�est pas modi�ée en ajoutant y à g(x; y) et �x à h(x; y):

9) a) Supposons (i). Soient x et ! 2 Rp: Soit � 2 [0; 1] et (t; s) 2 R.

On a '(�t+ (1� �)s) = f(x+ (�t+ (1� �)s)!) = f(�(x+ t!) + (1� �)(x+ s!)):

Donc '(�t+ (1� �)s) � �f(x+ t!) + (1� �)f(x+ s!) = �'(t) + (1� �)'(s):

Donc ' est convexe.

Supposons (ii). Soient x; y 2 Rp et � 2 [0; 1]. Posons ! = y � x:

Alors �x+ (1� �)y = x+ (1� �)!.

Par (ii), '(1� �) = '(�� 0 + (1� �)� 1) � �'(0) + (1� �)'(1):

Donc f(�x+ (1� �)y) = '(1� �) � �'(0) + (1� �)'(1) = �f(x) + (1� �)f(y):

b) Supposons f convexe, c�est-à-dire les fonctions ' : t 7�! f(x+ t!) convexes.

On a '0(t) = rf(x+ t!) � !: Comme '0 est croissante, '0(1) � '0(0):

Donc rf(x+ !) � ! � rf(x) � !, c�est-à-dire (rf(y)�rf(x)) � (y � x) � 0:



Réciproquement, supposons 8(x; y), (rf(y)�rf(x)) � (y � x) � 0:

On a en particulier (rf(x+ t!)�rf(x+ s!)) � (t� s)! � 0, donc ('0(t)� '0(s)) (t� s) � 0:

On en déduit que '0 est croissante, c�est-à-dire ' convexe.


