
Interrogation no17. Barème sur 24.5 pts. Durée 1h15mn

1) [1 pt] Soit p � 2 .

L�application f : Rp n f(0; 0)g ! R x 7�! kxk2
kxk1

est-elle prolongeable par continuité en
�!
0 ?

Rappel : kxk2 =
qPp

i=1 x
2
i et kxk1 =

Pp
i=1 jxij :

2) [2.5 pts] Soit ' : [0;+1[! R une application de classe C1 véri�ant '0(0) = 0:

On considère f : R2 ! R (x; y) 7�! '(
p
x2 + y2). Expliciter

@f

@x
(0; 0). Montrer que

@f

@x
est continue en (0; 0).

3) Soit f : Rn ! R x 7�! f(x), où x = (x1; ::::; xn): On suppose f de classe C1:

a) [1.5 pt] Montrer que pour tout x 2 Rn, on a f(x) = f(0) +
R 1
0 rf(tx) � x dt :

Remarque : La notation rf(tx) � x désigne le produit scalaire de rf(tx) et de x:

b) [0.5 pt] Déterminer les fonctions f véri�ant
@f

@xj
= 0 pour tout j 2 [[1; n]].

c) [2 pts] On suppose f de classe C2: Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i)
@2f

@xi@xj
= 0 pour tous (i; j) 2 [[1; n]]2

(ii) f est a¢ ne c�est-à-dire qu�il existe v 2 Rn tels que 8x 2 Rn, f(x) = v � x+ b.

4) [1.5 pt] Soit
P
anz

n une série entière de rayon R. On note D(R) le disque ouvert de centre 0 et de rayon R:

On considère F : D(R)! C dé�nie par F (x; y) = f(x+ iy), où f(z) =
P+1
n=0 anz

n:

Montrer que F est continue en (0; 0).

Indication : Exploiter la propriété connue de continuité des séries entières à variable réelle.

5) Soit f : R2 ! R (x; y)! f(x; y) de classe C1: On pose F (x; y) =
R x
0 f(t; y) dt:

a) [1 pt] On admet que F est de classe C1: Expliciter sans justi�cation
@F

@x
(x; y) et

@F

@y
(x; y):

b) [1.5 pt] On pose J(x) =
R !(x)
0 f(t; x) dt , où ! : R! R est une fonction de classe C1:

Déduire de a) la valeur de J 0(x):

6) [3 pts] Laplacien en coordonnées polaires

Soit f : R2 ! R de classe C2: On pose �f =
�
@2f

@x2
+
@2f

@y2

�
. On �xe M0 = (x0; y0) 2 R2:

On pose g(r; �) = f(x0 + r cos �; y0 + r sin �) = f(M0 + re
i�): Montrer que�

@2g

@r2
+
1

r

@g

@r
+
1

r2
@2g

@�2

�
(r; �) = �f(M0 + re

i�)



7) Soit f : [0; 1]� Rp ! R (t;�!x )! f(t;�!x ) une application continue.

a) [1.5 pt] Soit (�!xn)n2N une suite de vecteurs dans Rp convergeant vers un vecteur �!x 2 Rp:

Montrer qu�il existe M telle que 8t 2 [0; 1], 8n 2 N, jf(t;�!xn)j �M:

b) [1.5 pt] On pose

8�!x 2 Rp, F (�!x ) =
Z 1

0
f(t;�!x ) dt

Montrer que F est continue.

8) Soit f : Rn ! R de classe C1 véri�ant f(�!0 ) = 0:

a) [2.5 pts] En utilisant la formule du 3) a), montrer qu�il existe g1; :::; gn : Rn ! R continues telles que

8(x1; :::; xn) 2 Rn, f(x1; :::; xn) =

nX
k=1

xkgk(x1; :::; xn)

b) [0.5 pt] On prend n = 2. Montrer par un exemple que la décomposition n�est pas unique.

9) a) [2 pts] Soit f : Rp ! R une fonction de classe C2:

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe : 8(x; y) 2 Rp � Rp; 8� 2 [0; 1], f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y):

(ii) Pour tous x 2 Rp et ! 2 Rp, la fonction partielle ' : t 7�! f(x+ t!) est convexe.

b) (F) [2 pts] On suppose f : Rp ! R de classe C2:

Montrer que f est convexe ssi 8(x; y), (rf(y)�rf(x)) � (y � x) � 0:

Indication : Faire intervenir les '0(t), et en particulier '0(1)� '0(0):


