
Interrogation no15. Barème sur 24 pts. Durée 1h15

1) [1.5 pt] Soit
P
anz

n une série entière de rayon R > 0:

Montrer que R > 0 ssi il existe des réels � > 0 et M � 0 tels que 8n 2 N, janj �M�n:

2) a) [1 pt] Expliciter sans justi�cation les DSE de
1

2� x2 et de
1

(1� x)2 :

b) [1 pt] Expliciter (sans somme) les coe¢ cients cn du DSE de f(x) = cos(x)ex:

Indication : Utiliser les exponentielles complexes.

3) Soient a et b des fonctions continues sur [0; 1]. On suppose que (a; b) est libre dans C0([0; 1];R):

Pour X = (x; y) 2 R2, on pose N(X) = supt2[0;1] ja(t)x+ b(t)yj, qu�on note aussi N(x; y)::

a) [2.5 pts] Montrer que N est une norme sur R2:

b) [1 pt] On prend ici a(t) = cos(2�t) et b(t) = sin(2�t). Donner une expression simple de N(X):

Indication : On pourra faire intervenir le produit scalaire canonique dans R2:

c) [1 pt] On prend a(t) = 1, c�est-à-dire N(X) = supt2[0;1] jx+ b(t)yj :

On véri�e (admis ici) que N(x; 1) = supt2[0;1] jx+ b(t)j = max(jx+mj ; jx+M j), où m = inf b et M = sup b:

En déduire une expression simple de N(x; y).

4) On note Dn le nombre de dérangements (= permutations sans point �xe) de [[1; n]].

a) [1 pt] Justi�er que la série entière
P Dn

n!
xn admet un rayon de convergence R > 0:

b) [1.5 pt] Justi�er brièvement que 8n 2 N, n! =
Pn
k=0

�
n
k

�
Dk:

c) [1.5 pt] On véri�e aisément (admis ici) que la formule de b) s�écrit : 1 =
Pn
k=0

Dk
k!

1

(n� k)! :

On pose 8x 2]�R;R[, f(x) =
P+1
n=0

Dn
n!
xn: Montrer que 8x 2]� 1; 1[, f(x) = exp(�x)

1� x :

d) [1 pt] En déduire que Dn �
n!

e
lorsque n tend vers +1.

5) a) [1 pt] Déterminer le rayon de convergence R de la série entière
P�

2n
n

�
xn:

b) [2.5 pts] Pour x 2]�R;R[, on pose f(x) =
P+1
n=0

�
2n
n

�
xn:

Trouver une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 1 véri�ée par f . En déduire f(x):

Indication : Utiliser (n+ 1)
�
2n+2
n+1

�
= (4n+ 2)

�
2n
n

�
:

6) Nombres de Catalan

a) [3 pts] Déterminer le coe¢ cient cn du DSE de f(x) =
1�

p
1� 4x
2x

en x = 0:

Préciser sans justi�cation le rayon de convergence R de
P
cnx

n:



b) [1 pt] On véri�e aisément que 8x 2]�R;R[, f(x) = 1 + xf(x)2:

En déduire que (cn)n2N véri�e une relation de récurrence forte qu�on explicitera.

7) [2 pts] Soit f : [0;+1[! R continue et telle que 9M � 0, 8t 2 [0;+1[, jf(t)j �Me�t:

Montrer que la fonction F : R! C x 7�!
R +1
0 f(t) eitx dt est DSE sur ]� 1; 1[.

8) [2 pts] (F) Soit (an)n2N dé�nie par a0 = a1 = 1 et 8n 2 N�, an+1 = an +
n+ 1

n
an�1:

Montrer que le rayon R de convergence de
P
anz

n véri�e R > 0. Donner la valeur de R.


