Interrogation n°14. Corrigé

1) Soit = €] — R, R[. La série de fonctions > a,t" converge normalement sur le segment [0, z].

T _ +oo n _ +o0 $n+1
Donc fO f(t) dt = n=0Jo ant dt = n=0 an?.
n

mn+1

n—+1

Variante : On dérive terme a terme Y 25 ay, (cv normale de la série des dérivées sur [0, z]).

R

2)a)§; b)R; ¢)VR; d)R; e)max(l,R).

Remarque : Pour e), la preuve est la suivante : Posons b, = min(|a,|,1). Notons R’ le rayon de _ b,,2".

- Supposons R > 1. Alors >_ |a,| converge, donc lim,,—, ;~ a, = 0, donc b, = |a,| pour n assez grand. Donc R’ = R.
- Supposons R < 1.On a0 < b, <1, donc > b,2™ converge pour tout |z| < 1, donc R’ > 1. Supposons par I"absurde
que Y byz" converge pour un |z| > 1. Alors nécessairement b,, # 1 pour n assez grand, donc b,, = |a,| pour n assez

grand, ce qui contredit R < 1. Donc R’ = 1.

(n)

3) a) Supposons g nulle. Comme R > 0, alors b,, = 9 '(O) = 0. Réciproque immeédiate.
n!

b) Pour = €] — R, R[, on a f(z) = 3% a,a™ donc f(—x) = 320 (~1)"a,a".

Donc f est paire, c’est-a-dire f(z) = f(—xz), ssi Vn € N, a,, = (—1)"ay,, c’est-a-dire ssi a,, est nul pour tout n impair.

4) a) Supposons [ < 1. Pour [ < k < 1, on a \un\l/n < k pour n assez grand.
Donc |uy,| < k™ pour n assez grand, d’ou la convergence de ) |uy|.

Supposons | < 1. Pour [ < k < 1, on a |u,| > k™ pour n assez grand. Donc lim,,_, 4 |un| = +00.

1 1
b) Si p < T alors limy, 4 (|an| p")l/” = Lp < 1, donc Y |a,|p™ converge, donc R > T

n 1 1

1/n tend vers +o0, donc R < T Donc R = T

1
Sip> T alors (Jan|p™)" = Lp > 1, donc (Ja,|p™)

5) On a R = min(v/Ro, v R1).
En effet, (p"a,), oy est bornée ssi ((pQ)”agn)neN et ((pQ)”agnH)neN sont bornées.

Or, ((p2)”a2n)n€N est bornée si p? < Ry et ne lest pas si p? > Rg. Et de méme avec Ry pour ((pQ)”agnH)

neN '’

1 1 1
6) a) La convergence résulte de — — = 3: =0 =]

n z+n n(r+n) n

1 1 1 1
b) Posons fn(l') = ﬁ - T +n On a fTIL(CC) = m Donc SUPp ‘fTIL| = ﬁ
Donc la série de fonctions > f/ converge normalement sur R, et ainsi S est de classe C?.
On a aussi S'(z) = Y1 f/(2)0, donc f est croissante.
c¢) On revient aux sommes partielles (qui se télescopent) :
1 1 1 1
Avec Sp(z) =>P_, <n - x—l—n)’ ona Sp(x+1) — Sp(z) = i B
1
En faisant tendre p — +o00, on obtient S(x + 1) — S(z) = 1
x
1
d) Por n e Nyona S(n)=>,_, o donc S(n) ~ Inn lorsque n tend vers +oo.
Comme S est croissante, alors In(n) < S(z) <In(n+ 1), ou n = [z].
On aIn(n) ~In(n+ 1) ~ Inx lorsque = tend vers +oo, donc par pincement, S(x) ~4o Inz.
1
Remarque : Une variante consiste a évaluer S(z) = S(r)+ > ;_; — ol r = x —n, par des intégrales, en utilisant
r

le fait aue S est bornée sur [0.1]. donc S(r) = O(1) lorsaue r tend vers —+oo.



En considérant le produit de Cauchy de (1 — t2)~1/2

1 /25 2K\ , o 27\ (2K .
Z. 43( )4k<k>—1,cest—a-d1re | Z <]><k>_4

(4,k)EN? et j+k=m (j,k)EN? et j+k=m

par lui méme, on obtient par unicité du DSE

b) On considére le produit des polynomes (1 + z)*(1 +z)" = (1 + z)?"
Le coefficient de degré n est 3, jyen2 et j1h=n (?) () = (2”) cest-a-dire Yo (1) (,"}) = (277:)

x
7) a) La série de fonctions positives ) | In (1 + 2—71) converge normalement sur tout segment [0, a].

En effet, sup,¢(g,q) In (1 + 2%) =1In (1 + %) =0 <21n> .

Donc f(x) = exp (Z+°° In ( 27)) est continue comme composée de fonctions continues.

x
b) On vérifie aisément que f(z) = (1 +x)f (5) . Réciproquement, soit g continue vérifiant la propriété.
x

Alors g(z) = Hflvz_ol (1 + on

d) On cherche une solution g de (E) sous la forme g(x) = 30 a,2™ de rayon R = +oc0.

)9 (2iN> pour tout N. Avec N — +o0, on obtient g(z) = f(x).

Deux séries entiéres coincidant sur RT ont les mémes dérivées en 0, donc les mémes coefficients.

1 1 2
Donc g vérifie (E) ssi ag =1 et a,, = 2—nan + g ~—70n-1, Cest-a-dire ap, = ST 1an,1.
a
On a alors lim, ;oo —— = 0, donc (a,)nen définit bien une série entiere Y a,z" de rayon R = +o0.
an—1

8) a) On a X2eM < m2erX | done E(X2eM) < E(eM), et comme E(e*) > 0, alors M (\) < m?.
b) Par le théoréme du transfert, L(\) = 3120 a,e?™, o a, = P(X = z,).
Soit p € N. La dérivée p-iéme de f, : A — a, e’ vaut fT(Lp)()\) = ay (2P,

Les séries de fonctions A — 3" ¥2% ay,(z,,)Pe™ convergent normalement sur tout segment [—p, pl, car

“+o00
Sup fép)(/\)‘ < mPe’™ apy et que Y ay < +00
€ n=0

Donc L est de classe C® sur R, et L®)(\) = 310 a, (2, )P = E(XP X)),

¢) On a (0) = In(1) = 0, ¢/(0) = B(X) = 0 et par a), ¢"(A) = M(A 2 < M(N) <m
1
Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, |o(\)| < §m2)\2, donc L(A) < exp < >
9) Pour z € A, [exp(z)| = exp(Re z) < exp(|z|) < exp(In2) = 2, donc exp(z) #
1
On peut donc considérer Vz € A, f(z) = ————.
2 — exp(z)
1 1 1 1 1o 1
On a alors f(z) = 3 T exp(2)/2 =3 Y neN 2—nexp(z)” =3 o — on exp(nz).
, . j — oo M2 nmz

D’ou f(Z) = 5 nz% mO:OO W Posons Un,m = W
Pour z € A, (unm) est sommable, car 310 S~ n 2| =3 ! exp(n|z]) = _

y n,m ) (n,m)ENxN 5 n=0 2”m' n=0 2n p{n 1_ exp(\z\)/Q'

LI 1 +o00 +oo n"z" +o0 m N +o00 n™

Par Fubini, on a donc f(z) = 3 2m=0 2an=0 gu T = 2um=0 GmZ" O tm =170 5oy



