Interrogation n°14. Baréme sur 23.5 pts. Durée 1h15

+oo

1) [1 pt] Soit ) anz™ une série entiére de rayon R > 0.Pour = €] — R, R[, on pose f(z) =Y 7 ana™.
xn+1

En utilisant les théorémes sur les séries de fonctions, justifier : Vo €] — R, R|, [ f(t) dt = e n 7
n

2) [2.5 pts] Soit > an2" une série entiere de rayon de convergence R.

Donner sans justification le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

a) >.an2"z"; b) Ylan| 2" ;) Yanz? 5 d) Yann?z" ;5 e) Y. min(1,|a,|)2".

3) a) [1 pt] Soit g :] — R, R[— R définie par une série entiére g(z) = Y b,2™ de rayon de convergence R > 0.
Rappeler sans le justifier 'argument permettant de justifier : g est nulle sur | — R, R ssi ¥n € N, b, = 0.

b) [1 pt] Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.

Pour z €] — R, R[, on pose f(z) = 3" a,2". Montrer que f :] — R, R[— R est paire ssi Vk € N, agj11 = 0.

4) a) [1 pt ] Soit (tn)nen une suite réelle. On suppose que limy_ o0 |un|*™ = L.

Montrer que si [ < 1, alors la série ) u, converge absolument et que si [ > 1, alors lim,,_, o |uy| = +00.
Indication : Considérer k compris entre 1 et [.

1/n

b) [1.5 pt] On suppose lim,, 40 |a,|/" = L > 0. Déterminer le rayon de convergence de > a,2".

5) [2.5 pts] On note Ry et R; les rayons de convergence respectifs de Y ag,2" et Y agpi12™.

Exprimer a l'aide de Ry et R; le rayon de convergence R de ) a,2™. Justifier votre réponse.
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6) a) [1 pt] Justifier I'existence pour = > 0, de S(x) = > < T > .
n T+n

b) [1.5 pt] Montrer que S est de classe C*! et croissante sur [0, +oc].

1
x+1

c) [1 pt] Montrer que Vx > 0, S(x + 1) — S(z) =

d) Question hors-interrogation. Montrer que S(z) ~ Inz lorsque x tend vers +oc.

7) Les deux questions sont indépendantes

a) [1 pt] On sait que Vt € [0,1], (1 — )~ 1/2 = SF> i(2”)t”.

n=0 gn\n

Soit n € N. Justifier brievement que E(j,k:)elw o j-rh=n (2jj) (2klc) —4n

b) [1 pt] Soit n € N. Justifier brievement que >;_o (7)(,,”,) = (2")

n—k n

8) a) [L.5 pt] On pose Yz € [0, +o00[, f(z) = [['25 (1 + 2%) Justifier que f est continue sur [0, +o0].



b) Question hors-interrogation (mais admise pour la question c)).

Justifier que f est 'unique fonction continue sur [0, +oo[ vérifiant la propriété
(E): f(0)=1 et V>0, f(r)=(1+2a)f (g)

c) [2 pts] En utilisant b), montrer que f est DSE sur [0, +o0],

c’est-a-dire qu’il existe une suite (a,)nen telle que Vo >0, f(z) = :C’% anx"

9) Soient m € Rt et X : R — [—m,m| une variable aléatoire réelle a valeurs dans [—m,m].
On prend Im X C {z,, | n € N} C [-m, m] et on pose Vn € N, a,, = P(X = z,,). On consideére

E(X26AX)
E(e/\X)

E(XeM)

YAER, L(\) = E(exp(AX)) , M()) = BN

et N(\) =

a) [0.5 pt] Montrer que pour tout A € R, M()\) < m2.

b) [1 pt] Montrer que L est bien définie et de classe C™ sur R, et que
Vpe N, LP)(\) = E(XPeM)
c) [0.5 pt] On pose VA € R, ¢(A) = In(L(N)). On vérifie aisément (admis ici) que
VAER, ¢'(\)=N(\) et ¢"(\) =M\ - N2

On suppose qu’on a de plus | E(X) = 0. Ainsi, on a en particulier ¢'(0) = 0.

1
En donnant seulement ’argument essentiel, justifier que L(\) < exp <2m2)\2> .

10) Rappel : Théoreme de Fubini :pour les familles sommables. Soit une famille (wn ) (n,m)enx-

On suppose que "% |uy, | converge pour tout m € N, et que "9 ( o [un,m|) converge.

Ainsi, Y2720 (555 un,m|) < +o0, c’est-a-dire la famille (Un,m) (n,m)enxn €st sommable.

Alors E —0 Un,m converge absolument pour tout n € N, E (Zm 0 Un m) converge absolument, et

% (8] 5 (&)

n=0 m=0

[2 pts] On note D l’ensemble des z € C tel que |z| < In 2.

1

ﬁxp() Zn 0 anz"

Montrer qu’il existe (a,)nen tel que Vz € D,



1
T+ k

1 1

> . Ainsi, fo(z) = —, fi(zx) = "

—— etc.
x (x—i—l)ec

8) Pour x > 0, on pose S(z) = Yt fu(2), ot fu(z) = (HZ:O
a) [1.5 pt] Justifier que S(x) est définie et continue sur ]0, +oo[. Préciser la monotonie de S sur |0, +o0].

b) [1 pt] Montrer que pour z > 0, on a zS(z) — S(z + 1) = 1.

c) [1 pt] (&) Déduire de a) et b) un équivalent de S en 0 et en +oc.



