Interrogation n°13. Baréme sur 24.5 pts. Durée 1h15mn

1) Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans N. On pose V0 € R, | ¢y (0) = E(eX) |

1 .
a) [2.5 pts] Montrer que ¢y est continue sur R et que Vk € N, P(X =k) = o Ozﬂ bx(0) e ap.
7r

b) [1.5 pt] Soit (X, )nen une suite de v.a. & valeurs dans N.

On suppose que V0 € R, lim, 1 ¢x, (0) = ¢x(0). Montrer que Vk € N, lim, o P(X, = k) = P(X = k).

A
¢) [1.5 pt] Soit A > 0. On suppose que pour tout n € N*, X, suit la loi binomiale B <n, >
n

Déduire des questions précédentes que la loi de X, converge vers la loi de Poisson P(\) lorsque n tend vers +oo.

1 n
Remarque : On admet que Vz € C, lim,, 4 (1 + 240 ()) = exp(2).
n n

2) a) [1.5 pt] Soit (X;)nen+ une suite de variables indépendantes de méme loi de Bernoulli B(p), ou 0 < p < 1.
On pose N = inf{n € N* | X, = 1}.
Montrer que V(n,m) € N2, P(N >n+m| N >n)= P(N >m).

b) [1 pt] Soit Y :  — N* une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que
V(n,m)€EN?,  P(Z>n+m|Z>n)=P(Z>m)
Montrer que Z suit une loi géométrique, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que P(Z > n) = ¢™.

3) Soient m > 0 et X une variable aléatoire réelle & valeurs dans [—m,m| et telle que | E(X) =0|.

1
On pose YA € R, | L(A) = E(e™) |. On admet que VA € R, |L()\)| < exp <2m2)\2> :

On considére une suite de v.a. (X1, ..., X;;) mutuellement indépendantes et de méme loi que X.

On pose’Sn =X1+..+X, ‘

a) [0.5 pt] Justifier que VA € R, E(e*) = L(\)".

b) [1.5 pt] Soit # € R. Montrer que VA > 0, P(S, >¢) <

c) [1.5 pt]| Montrer que P <\S/% > 9> < exp <—297;2> .

4) Soient X et Y des v.a. entiéres non nulles et indépendantes qui suivent des lois de Poisson.
On pose A = E(X) et u= E(Y).

a) [1.5 pt] Calculer P(X =k | X +Y =n).

b) [1 pt] En déduire que la loi conditionnelle de X sachant X +Y = n est une loi binomiale.

5) Les joueurs J et K possédent N billes a eux deux. Au départ, le joueur J posséde m € {0,..., N} billes et le
joueur K possede les (N —m) billes restantes. A chaque partie, le perdant donne une bille & I’autre. Le joueur J

gagne chaque partie avec la probabilité p €]0,1[. Le jeu s’arréte lorsque 1'un des joueurs posséde les N billes.
On note X} le nombre de billes que J posseéde juste apres la k-ieme partie.

Remarque : Lorsque le jeu s’arréte a la k-iéme partie, on pose X; = X}, pour tout j > k.



a) [1 pt] Pour tout k € N, on considére le vecteur Z; = (P(Xy = n))o<n<n. Ainsi, Z;, € RV+L

Expliciter sans justification une matrice M € Mpy1(R) telle que Zp11 = M Zj. On posera ¢ =1 — p.

1 x % % %
00 0 0O
b) [1.5 pt] On admet que limy_., o, M* existe et est de la forme | ¢ ¢ 0 0 | € Mnai(R).
00 00
x % % ox 1

Justifier que presque siirement, le jeu s’arréte (aprés un nombre fini d’étapes).
Les questions ¢) de d) sont indépendantes de b).

c) [1.5 pt] On note A I’événement : “ Le joueur J ’emporte ”.
On pose Vn € {0,...,N}, a, = P(A | Xo =n).

La suite (Xj)gen est une chaine de Markov. En particulier, on a :
Y(n,m) € {0,...,N}?, P(A| X1 =n,Xo=m)=P(A| X, =n)=a,

Montrer que Vn € {1,2,.... N — 1}, a,, = qan—1 + pani1-

1
d) [1 pt] On suppose p < 3 Les racines de 1’équation z = ¢ 4+ pz? sont 1 et 7 = =. Déterminer a,,.

T IR

6) Soit f : R — R une fonction lipschitzienne de rapport K.

1
Pour h > 0, on pose Vx € R, |gx(x) = o 5:;? (t) dt|.

a) [0.5 pt] Montrer que gj, est une fonction de classe C*.

b) [1.5 pt] Montrer que la suite (g1 /n) converge uniformément vers f sur R lorsque n tend vers +oc.

neN*
7) Soit (2,7, P) un espace probabilisé.

a) [1 pt] Soient A et B deux événéments. Montrer que |P(A) — P(B)| < P(AN B) + P(AN B).

Indication : Utiliser 14 — 15.

b) [1 pt] Soient X et Y deux v.a. & valeurs dans N.

On pose comme dans le cours : Gx(t) = E(tX) pour tout ¢ € [-1,1].

Montrer que sup;c_11]|Gx(t) — Gy (t)| < 2P(X #Y).

c) [1.5 pt] (%) Soit (Z,)nen une suite de variables aléatoires entiéres (Z,)nen telle que Y E(Z,) converge.
On pose X, =Y ) o Zp et X = ZZ:B Zy = limy, 1 00 X, & valeurs dans NU {+o0}.

On admet que X est une variable aléatoire.

Montrer P(X < +o00) =1 et que (Gx,, )nen converge uniformément vers Gx sur [—1,1].



