Interrogation n°12. Baréme sur 23 pts. Durée 1h15

1) a) [2 pts] Soit E un espace euclidien de dimension n.

Soit w € S(F) un endomorphisme symétrique. On suppose .

Démontrer qu'il existe € E non nul tel que (z,u(x)) = 0.

b) [1.5 pt] Soit A € S,,(R) une matrice symétrique telle que tr A = 0.

0| =

Montrer que A est orthosemblable & une matrice de la forme A’ = < B

>, ou B € S,_1(R) symétrique,

c’est-a-dire il existe U € O, (R) telle que U *AU = A’
c) Question supplémentaire, hors-interrogation

Avec les hypothéses de b), montrer que A est orthosemblable & une matrice de diagonale nulle.

2) [2 pts] Soient X,Y, Z trois variables aléatoires.

On suppose X indépendante de (Y, Z) , E(|X]|) < +oo et E(Y?+ Z?) < +o0.

1
Montrer que XY Z est d’espérance finie, et montrer que |E(XY Z)| < EE(]X])E(Y2 + Z2).

3) [2 pts] Soient X et Y deux variables entiéres (& valeurs dans N) indépendantes et de méme loi.
On pose Vn € N, a, = P(X =n).

a) Soit un nombre complexe z tel que |z| < 1.

Justifier que zX est d’espérance finie, et exprimer E(z%) en fonction de z et des a,.

Remarque : 1l s’agit ici d’une question de cours.

b) Pour |z] <1, on pose Gx(z) = sz) anz". Exprimer sans justification Gx 1y et Gox en fonction de Gx.
4) Marches aléatoires biaisées

On considére une suite (X, )nen+ de variables indépendantes et de méme loi que X, ou

P(X=1)=p et P(X=-1)=q,0oug=1-p

On a ainsi’Xn =1-22,

, ol Z, est une variable aléatoire de Bernoulli de parameétre q.

1
On pose ’S =X1+...+X, ‘ et on suppose [p > q, ¢’est-a-dire p > 3|

a) [0.5 pt] Justifier (sans calcul !) que les variables Z,, sont indépendantes. On pose T}, = Z1 + ... + Z,,.
b) [1.5 pt] Pour k € [0,n], expliciter P(S,, = n — 2k). Donner sans justification yu,, = E(S,) et V(Sy).

c¢) [1 pt] En utilisant Bienaymé-Tchebychev, montrer que lim,,_,~ P(S, < 0) = 0.



5) a) [1.5 pt] Soit X : Q@ — N une v.a. entiére de moment d’ordre 2 fini.

En utilisant deux inégalités connues, montrer que

E(X)?
<PX >0 <EX
b) [1 pt] On suppose que X suit une loi de Poisson de parameétre A : on a Gx(t) = exp(A(t — 1)).
o : E(X)?
Donner sans justification les valeurs des trois termes a = B(X2) b=P(X >0) et ¢c=E(X).

6) Soient Xy, X7, ..., X,, des variables i.i.d. de méme loi de Bernoulli B(p).

Pour i € [1,n], on considére 'événement A; = (X;—1 = X;) et Y; sa fonction indicatrice.

Onposeqzl—petr:pqe[o,ﬂ. Onaainsip+qg=1, pP>+¢®>=1—-2r et P> +¢>=1-3r.

a) [1 pt] Soit i € [1,n]. Exprimer | u = B(Y;)

et ’w =V(Y;)

en fonction de r = pq.

b) [2 pts] Calculer ’(5 = Cov(Y1, Y2) ‘ et calculer Cov(Y1,Y;) pour tout i € {3,4,...,n}.

¢) [1 pt] On pose M,, = card{i € [1,n] | X;—1 = X;}. Exprimer E(M,) et V(M,,) en fonction de n, u, w et d.

M,
d) [1 pt] En déduire que <n) converge en probabilités vers p lorsque n tend vers +oo,
n n>1

N M,
c’est-a-dire que pour tout € > 0, on a lim,,— 4 P (’n — ,u‘ > 5) = 0.
n
7) On considére une suite (X, )nen+ de variables de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p €]0, 1]
Pour tout n € N, on considére la variable de Bernoulli Y,, = X1 X5...X,, . On prend Yy = 1.

a) [0.5 pt] Donner sans justification la valeur de P(Y,, = 1).

1

b) [2 pts] Soit une v.a. entiere N : 2 — N qui suit une loi géométrique : ¥n € N, P(N =n) = onF T

On suppose que N et les variables aléatoires X,, sont mutuellement indépendantes.

On pose Z = Yy, c'est-a-dire X; Xs...Xy. Calculer avec soin E(Z).

8) Soient X et Z : Q) — R des variables aléatoires réelles bornées. On suppose | E(X) =0|.
Soit f : R — R une fonction convexe de classe C!.

a) [0.5 pt] Justifier brievement que f(X + 2Z) > f(Z) + X f'(Z).

b) [0.5 pt] On suppose X et Z indépendantes. Montrer que E(f(X + Z)) > E(f(Z)).

9) Soit X : Q — Z une variable aléatoire de loi symétrique : Vn € Z, P(X =n) = P(X = —n).

Soit Y une v.a. indépendante de X et de méme loi que X. On pose |Z = X +Y |

a) [0.5 pt] Démontrer avec soin que la loi de Z est symétrique.
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b) [1 pt] On pose r = P(X >Y'). Montrer que r = 5 §P(Z =0).



