
Interrogation no7. Barème sur 23 pts. Durée 1h15

1) [1 pt] Soit A 2Mn;p(K).

On note F = fX 2 Kp j AX = 0g le sev des X 2 Kp tels que AX = 0 (vecteur nul de Kn).

On pose r = rgA. Exprimer sans justi�cation dimF (en fonction de n, p et r).

2) [2.5 pts] Soient A et B 2Mn(K): On note a et b les endomorphismes de Kn associés à A et B.

a) Montrer que rg(AB) � min(rgA; rgB):

b) Montrer que rg(A+B) � rgA+ rgB.

3) [1 pt] On considère la matrice J = (�i=j�1modn)1�i�n;1�j�n =
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1CCCCCCA :

Expliciter J�1: Indication : On pose u : Kn ! Kn X 7�! JX et on pourra considérer les Ej :

4) On note Tn le sev des matrices triangulaires supérieures. On a : A 2 Tn ssi 8i > j, aij = 0:

a) [1 pt] Soit C = AB une matrice produit de deux matrices A et B triangulaires supérieures.

En explicitant le coe¢ cient cik de C, montrer que C est elle aussi triangulaire supérieure.

b) [1.5 pt] Soit A une matrice triangulaire supérieure inversible, c�est-à-dire A 2 Tn \GLn(K).

En considérant ' : Tn ! Tn B 7�! AB, montrer que A�1 2 Tn:

5) Soit M =

�
A C

On�r;r B

�
2Mn;p(K) où A 2 GLr(K) matrice carrée inversible d�ordre r.

a) [1 pt] Expliciter une matrice de la forme P =
�
Ir �
Op�r;r Ip�r

�
telle que MP =

�
A Or;p�r
On�r;r B

�
:

b) [1 pt] A-t-on nécessairement rgM = r + rgB ?

6) [2 pts] Soit u 2 L(E) tel que u2 = u. Remarque : Ici, on ne suppose pas E de dimension �nie.

Montrer que u est une projection (sur un sev F parallèlement à un sev G qu�on précisera).

Indication : Utiliser x = u(x) + (x� u(x)).

7) [2.5 pts] Soit A 2Mn;p(K) une matrice de rang r : On sait que r � min(n; p):

Montrer que r = n ssi il existe une matrice B 2Mp;n(K) telle que AB = In:



8) [1.5 pt] a) Soit A = (A1; :::; Ap) 2Mn;p(K) une matrice de rang p . On pose r = n� p :

On note (E1; :::; En) la base canonique de Kn: Justi�er (avec le cours) qu�il existe une partie � � f1; 2; :::; ng de

cardinal r telle que (A1; :::; Ap) [ (Ej)j2� est une base de Kn.

b) On prend ici A =

0BBBB@
1 0 0
1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 1 1

1CCCCA. Expliciter une valeur possible de �:

9) [1 pt] Soit (i; j) 2 [[1; p]]� [[1; n]]. On considère Eij 2Mp;n(K) matrice de la base canonique.

Donner, pour M = (mij)1�i�n;1�j�p 2Mn;p(K), la valeur de 'ij(M) = tr(MEij):

10) Soit n � 2. On considère dans E = Kn[X] les sev F = Vect(1; X) et G = fX(X � 1)Q, Q 2 Kn�2[X]g.

a) [1.5 pt] Donner une base de G et justi�er (par une propriété connue) que F �G = E:

b) [1 pt] On note � l�ensemble des formes linéaires ' : E ! R telle que 8P 2 G, '(P ) = 0:

Justi�er que � est un sev (de L(E;K)) et déterminer dim�.

Conseil : Considérer L = MatB;1 ' la matrice de ' dans une base B adaptée à F �G = E:

On peut alors en même temps prouver que � est un sev et déterminer sa dimension.

c) [1 pt] On considère '0 et '1 : E ! R dé�nies par '0(P ) = P (0) et '1(P ) = P (1). Montrer que� = Vect('0; '1).

11) [1.5 pt] Montrer que Vect(GLn(K)) =Mn(K).

12) On dit qu�une matrice à coe¢ cients réels est positive ssi tous ses coe¢ cients sont positifs ou nuls.

a) [1 pt] Montrer que A 2Mn(R) est positive (on note A � 0) ssi 8X 2 Kn, (X � 0) AX � 0).

b) [1 pt] (F) On dit qu�une matrice A 2Mn(R) est monotone ssi A est inversible et A�1 � 0.

Montrer que A 2Mn(R) est monotone ssi 8X 2 Kn, (AX � 0) X � 0).


