Interrogation n°6. Corrigé

1) On a Ay (upt1 — upn) = O(|tunt1 — unl).
Mais la série > |up4+1 — up| converge, car (uy,)nen converge et que |up+1 — Up| = (Up — Up41)-

Donc Y Ap(upt1 — uy) converge absolument.

. 1
2) a) Lexistence de 'intégrale résulte de e ¢ = Oy oo ("), car et = O4o0 <t2> :

L’application f(t,x) = et ¢i®t st continue et intégrable en t, et de classe C™° en z.

87;f (t,2)] =

Comme @, (t) = O1(1/t?), alors ¢, est intégrable sur R.

tneftQ ei:pt

D’autre part, Vn € N, < |t|" et = ©n(t).

On en déduit par le théoréme de dérivation des intégrales paramétrées que F' est de classe C°°.
b) On a F'(z) = zfj;o te= it dt. Comme (e ™) = —2te™*", on a par IPP,
) . Jtoo 1] ) 1 1
F'(z) = % [e*tze”t} LT3 [ ze et gt = 0 — ixF(:v) = —ixF(w)
1
Sachant F'(z) = —ixF(x), on obtient donc F(z) = Ae™* /4, o A € R, et A = F(0) = fj;o et dt = /7.

—x2(1+t?)
3) a) La fonction h : (z,t) — 617 est de classe C* sur [0, +00[x[0, +-00].
1
Les fonctions ¢ — h(z,t) sont intégrables sur [0, 4+o00[, car h(x,t) < T

oh
oz
Donc f est de classe C* sur |0, +oc[, et f/(z) = —2z f0+°° e~ @2 (1+t%) g4

Pour tout Vz € [a, b] C]0, +oo[, ¥Vt > 0, ' (t)‘ = 226" (1) < 9pe=0®(1H1%) < 2pe—™* (1) intégrable sur [0, +oo].

+00 —u —z2
0 du =¢e %

Mais on a ensuite [ ze @ () gt — ¢=o° Joee e d(xt) =
Donc Vz > 0, f/(z) = —2¢*"G.
—z2(1+t%) 1

<
14+¢2 — 142

b) On a Vz > 0, (Vt €]0, 400, 0 < c = go(t)), et ¢ intégrable sur |0, +o00].

Le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un parameétre, on en déduit f continue sur [0, +o00].

dt
—x2 p4oo
c)0< f(x)<e 0 14

< %e‘mz. Donc limg_, 4o f(z) = 0 (par pincement).

—z2(1+t%) 1
Autre preuve : Par cv dominée, avec Vo > 0, Vt €]0, +o00[, 0 <

< — o(t).
S e S1re W0

d) Comme f est continue sur [0, +o0o[ et C! sur 0, +oco[, on a : (limye f) — f(0) = O+°O f(x) dx

dt
On a f(0) = 0+°° e g D’autre part, lim, f — f(0) = +°° f'(x) do = —2G?2G? = ~
1
Comme G > 0, on obtient G = Q\f.
r—1 z—1
4) a) On a, en 07, ™ t*=2_ donc t — - est intégrable sur |0, 1], car z — 2 > —1.
et — et —
txil -1 1 1 +OO —1_—nt
b) Pour tout ¢t > 0, on a =t = (PT1y o0 et 2 fa(t), avec fu(t) =t""re ™.

et —1 et — 1



L e ule ™ du = L)
n® n<

Pour n € N*  on a f0+°° fa(t) dt =

T
Pour tout > 1, on a >/ 0+°° |fa()] dt =302 (f) =T(z)Z(x) < +oo.
n

r—1 tx—l

sont continues. Donc, par ITT, on a : f0+°°

Par ailleurs, f, : t — t* e ™ et S : t —s
et —1 et —1

dt =T'(x)Z(x).

1
5) a) Pour 0 < z < 1, la série converge absolument car (—1)"zV" = O, o <2> lorsque n tend vers +oo.
n

1
1++/n

b) On pose Vn € N*, Vz € [0,1], fu(z) = (—=1)"zV™. On a fol | frn(x)| dz =
On ne peut donc pas appliquer le théoréme ITT.

On va appliquer le théoréme de convergence dominée & Sy, (z) = > _, fu(x).
Pour tout z € [0, 1], la série 3 f, () vérifie le CSSA (en effet, (2V"),en décroit vers 0).

On a vV € [0,1[, limy— 400 Sn(z) = f(x) et Yn € N, Vz € [0,1[, 0 < S, (z) < fo(z) = 1.

Comme fj est intégrable, alors lim,,—, | fol Sp(x) dx = fol f(z) dx.

_1)m
Par linéarité, on a donc fol f(z) de =1lim, y00 Y pp fol fro(x) =34 (=1)

=01 4+n

6) a) Comme lim,_, 4 F(z) = A, alors |F(z)| < |\| + 1 sur un voisinage [a, +00[ de +00, et comme F' est continue
sur le segment [0, a], alors F' est bornée sur [0, +oo|.

b) L’existence est évidente si x = 0 (par hypothése). Supposons z > 0.

On a fOA ft) et dt = [F(t)e )3 + fOA xF(t) e~ dt. Comme F est bornée, alors t — zF(t) e~ est intégrable.

On peut donc faire tendre A vers +00. D’oul 'existence de L(z) = 0+OO f(t) e dt, et L(z) = 0+°° oF(t) e dt.

En effectuant le changement de variable u = xt, on obtient L(z) = O+°° F (ﬁ) e " du.
x
c¢) Posons Yu > 0, Vo > 0, ¢(u,z) = F <E> e .
x

On a |p(u,z)| < Me ™ = ¢(u) pour tout u > 0, et d’autre part, Vu > 0, limg_,o ¢(u, ) = .
Par convergence dominée, on en déduit que lim, g 250 L(z) = 0+°° xe Y du = A

(sint)

6) d) L’application f : [0, 400[x]0, +0c0[— C (z,t) — e~ est de classe C™.

Pour tout = > 0, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur |0, +oo].

x

En effet, on a [sint| < ¢, donc |f(z,t)| < e (et comme x > 0, la fonction ¢ — e~ est intégrable).

d d
D’autre part, a—f(t, x) = —e~ . Pour tout o > 0, une domination uniforme de 8—f(t, x) par rapport & x € [a, +00] :
x x
d
Vo > a, Yt €]0, +0o0], )g(t,x) < e~ = (t) intégrable sur |0, +ool.
x
Donc I est de classe C! sur ]0, +oo[, et pour tout x > 0, I'(z) = — 0+°°(sint)e*” dt = —Im <f0+°° eli=2)t dt) =

I 1 ~ o Im 1+ _ 1
i—x) 2+1) 2241

d) On en déduit I'existence d’une constante k tel que pour tout = > 0, I(z) = k — arctan(z).



Pour prouver que k = g il suffit de prouver que lim,_, 1 I(x) = 0.

teint

Or, on a |I(x)| < f dt, et comme -

t
n’<1 ona |I(z \<f0+oo et dt =
z

Donc par pincement, on a 11mw—>+oo I(xz) =0.

e *tsint
Remarque : On peut aussi prouver limy_, o I(x) = 0 en utilisant la cv dominée : Vo > 1, V¢ > 0, | ——

. sint L )
e) L’application ¢ — — se prolonge par continuité en 0T, et f0+°° SE gt converge.

On peut donc appliquer a) b) ¢) et en déduire que I est continue en 0.

On en déduit alors avec d) que 1(0) = lim,_0 20 [(2) = g
7) a) On a t2exp(—x(Int)?) = exp(2Int — x(Int))?.
Comme x > 0, on a limy_ o 2Int — z(Int) = —o00, donc exp(2Int — z(Int)?) = 0 1 o (1).

A fortiori, exp(—z(Int)?) = O40o(1/t2), et ainsi, t — exp(—x(Int)?) est intégrable sur [1,+oo|.

b) On utilise le changement de variable u — t = exp <\/ﬂ> bijection C! de 0, +o0o] sur |1, +o0l.
x

On obtient
1) = 5 ms@ o @ = [ oo (/1)
x_2\/:f ), ol x—o \/aexp
On a lim,_ oo J(2) = [ —exp )du:F<;> V. Donc I(z )~+oo\)\r avec/\—\/;.

En effet, on prend ici comme fonction de domination Va > 1,

1 u 1 _exp(—u++u) "
0< ﬁexp(fu) exp <\/;) < %exp(fu) exp(vu) = — o(u)

1 1
et ¢ est intégrable car p(u) = O <\/ﬁ> enu=0,et pu)=0 <u2> en +oo.




