Interrogation n°6. Baréme sur 24 pts. Durée 1h10

Dans les utilisations du théoréme de convergence dominée et des théorémes sur les intégrales dépendant d’un
paramétre, on se contentera de donner la limite et de justifier uniquement la propriété de domina-

tion permettant de conclure, considérant que les autres propriétés sont “trivialement” vérifiées.
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On rappelle par ailleurs que f dt = 5 et que I' 3 0 \f du = /7.

1) [2 pts] Soit (up)nen une suite réelle décroissante positive et (Ay)nen une suite bornée.

Montrer que la série Y A, (un+1 — uy) est convergente.

2) Pour tout = € R, on considére F(z f+°o exp(—t2) exp(ixt) dt.
a) [2 pts] Montrer briévement que F est de classe C*°. On pose f(z,t) = exp(—t2) exp(izt).

1
b) [2.5 pts] Montrer que F'(z) = —§$F(:E) En déduire la valeur de F'(z) pour tout x € R.

—x2(1+t?)
3) Il s’agit ici de calculer G = f+°° —t* dt. On pose Vz >0, f(z)= f*oo eidt.

0 1+ t2
a) [2.5 pts] Justifier que Yz > 0, f'(z) = —2¢ " G.
b) [1.5 pt] Justifier que f est continue sur [0, +-o00].

c¢) [1 pt] Montrer que lim,_,;~ f(x) = 0.

1
) [Question hors-interrogation] En déduire G = 5\/7?

4) Pour tout = > 1, on pose Z(z) = > vt
: 3N P v 42 +oo tm_l
a) [1 pt] Justifier brievement, pour tout x > 1, 'existence de I'intégrale [; - dt.
e J—
b) [0.5 pt] Pour n € N*, exprimer f0+oo t*te=mt dt en fonction de I'(x).
tmfl
c) [2 pts] Montrer que, pour tout réel z > 1, on a f0+oo ] dt =T (z)Z(z).
e —_—
5) On consideére Va € [0,1], f(z) = S.720(~1) V™.
a) [1 pt] Montrer que f(z) est bien définie pour tout x € [0, 1].

b) [2 pts] On admet la continuité de f. Montrer que fol f(x)



6) Soit f : [0,+00[— R une application continue. On pose F'(t) = fg f(u) du.
On suppose que F' converge en +0o, c’est-a-dire qu’il existe A = f0+°° f(t) dt =limy_, o F(2t).

a) [1 pt] Justifier que la fonction F' est bornée sur [0, +o00[. On pose M = supycjo 4o0[ [F'(1)] -

b) [1.5 pt] Montrer que Yz > 0, L(z) = 0+°° f(t) e dt existe et que Yz > 0, L(z) = 0+°° F (—

c) [1 pt] En utilisant I’expression de L donnée au b), montrer que L est continue en 0.

d) [Question hors-interrogation]
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On considére J : [0, +oo[— R définie par Vz > 0, J(z)

Montrer que pour tout , J'(z) =—

sint
En déduire que f0+o°

1
T3 22 et que pour tout = > 0, J(z) = g — arctan(z).

™
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7) Soit z > 0. On considere I(z) = 1+°° exp(—z(Int)?) dt.

a) [1 pt] Montrer que I(z) existe.

b) [1.5 pt] Déterminer un équivalent de I(x) lorsque = tend vers +oo.



