Interrogation n°4. Corrigé

1
- Donc f est intégrable sur 11,2] ssiy — 1 < 1.

1) En 1%, on a (Int) ~ (t — 1). Donc, en 1+, on a f(t) ~ (N

Int
Posons z = x +y. En +o00, f(t) ~ ?7’ qui est intégrable sur [2, +o0[ ssi z > 1.

Int Int
En effet, supposons z > 1. En effet, on a = Ot00 <) pour tout € > 0, et on choisit € tel que z —e > 1.
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Si z <0, alors 7= 0400 (:;), donc ?—Z > n pour ¢ assez grand, et f n’est pas intégrable sur [2,4o0].

Donc l'intégrale converge ssiy < 2 et x +y > 1.

2) En 0" Int \* (Int)> =0 1 En 400 1117152—0 1 Donc J converge
"\1+t¢ - Vi) "\1+t/) $3/2 )" Verge.

1 —cost 1
3) a) L’intégrale J converge en 0 car prors e g v t=0eta—1<1
1 —cost 1
et J converge en +o00, car a1 = Oioo (W“) eta+1>1.
int 1—cost]” 1 —cost
b) En intégrant par parties, on a ff s% dt = [taiols] o f; % dt.

En faisant tendre € vers 0T et = vers +o00, on en déduit que K existe et vaut K = a.J.

2
4) On utilise le changement de variable x = —, c¢’est-a-dire t = /nx.
n

NG

L’application ¢ : v — t = \/nu est une bijection C* de ]0, +oo[ sur ]0, +00[. On a dt = 2\7
u

1 o 1 1
On obtient donc J = §n(7’+1)/2 f0+ uP/2712¢~u g = 3 n+1)/2 <p-;> )

Remarque : On pourrait calculer la valeur de J en utilisant la relation I'(z 4+ 1) = «I'(x).

On se ramene en effet a ['(1) = 1 (si p impair) et & I'(3) = /7 (si p pair).
5) a) En 07, on a t* " lw(t) ~ t*"1w(0), donc I(x) existe ssi x — 1 > —1, c’est-a-dire x > 0.

b) Par I'inégalité des accroissements finis, on a : |w(t) — w(0)| < Mt.

Dou (jol 1 w(t) — w(0) dt) < el w(t) — w(0)] dt < M [1eo dt = —0(1) en z = 0%

On en déduit I(z) — w(0) fol t*=t dt = O(1).

D’ou I(z) — w(0) _ O(1), donc a fortiori I(x) ~ w(0) lorsque z tend vers 0.
T T

6) a) Posons f(t) =t 11 —¢)Y"L. Ona f(t) ~t* Lent=0cet f(t) ~ (1 —t)V L.
D’ou la CNS : f est intégrable sur ]0,1[ ssi z > 0 et y > 0.

b) On a B(x,y) = B(y, ) : par le changement de variable u =1 — ¢, fol 11— )yt dt = — flo(l —u)* ¥~ du.

n!
z(x+1)..(z+n)
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c) Par IPP successives, on a : B(z,n+ 1) = (z+1)...(z +
z(x (z+n-—

1
tr+n 1 dt



d) On a J = [arcsin(t)]" | = 7.

11 dt . 2 dt a0 d2t-1)
OnaB( > f“x/ fo\/1/4 (t—1/2)2 =)o 1—(2t—1)2_f0 1—(2t—1)2

L’application ¢ — u = (2¢ — 1) est une bijection affine de [0,1] sur [—1, 1].

On a ainsi B =J=m.
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7) On a [ f(t) cos(At) dt = <[f(t) sin(At)] —fo f'(t)sin(\t) dt.
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Le terme X[f(t) sin(At)]§ = Xf(:zc) sin(Az) tend vers 0 lorsque z tend vers +o0.

La fonction f’ est intégrable, car [ |f'(t)] dt = — [ f’ = f(0) — f(x) — f(0) lorsque x tend vers +oo.

I oo .
D’ou l'existence de J(A), et on a aussi J(A\) = Y 0+ f/(t) sin(At) dt.

N

Donc [J(\)] < ~ avec K = [[7°°|f/(t)| dt = f(0).

8) Ona [7(f(t+1) = f(1)) dt = [ f() de = [ f(1) db = [T f(e) dt =[5 f(2) dt
Or, en posant L = lim, ;. f(x), ffﬂ f(t) dt converge vers L lorsque z tend vers +oo.

En effet, pour tout € > 0, on a pour z assez grand, L — e < f(t) < L + ¢ pour tout t € [z, z + 1].

Dou L —e< ffﬂ f(t) dt < L + ¢ pour x assez grand.

Donc f0+°°(f(t +1) — f(t)) dt converge vers L — fol f(t) dt.

9) a) Soit p € N.

Par une IPP, | [" cos(nt) f(t) dt| = | sin(nt) f'(t) dt|. Donc |J(n f @] dt+ [, @) dt.
Soit € > 0. Il existe p € N tel que f+°° f(&)] dt < 5> car f est intégrable sur [0, +oo].

Et pour n assez grand — JTF1F ()] dt < %, donc |J(n)| < e. D’ou on déduit lim,—, 1 J(n) = 0.

b) Remarque : En fait, a) reste vraie si on suppose f continue par morceaux (au lieu de f de classe C1).

Contre-exemple : On considére f définie par morceaux :
Vpe N* Vit e [(p—1)m,pr],  f(t) = cos(pt)

Onaf

1
(p—1)m cos(pt) dt = , sin(pz). En particulier, f(];::l)w cos(pt) dt = 0.

Donc la primitive F(z) = [ f(t) dt verifie F(pr) =0 et SUP[(p—1)rpr] | < —. Donc lim; o F' = 0.
p

Mais Vn € N*, fo cos(nt) f(t) dt = g

4 1 T .
car [0 ) cos(nt) cos(pt) dt = o [T, cos((n+p)t) + cos(n — p)t) dt = { Osin#p

m/2sin=p



