Interrogation n°2. Corrigé

1) Le réel 0 est le seul point en lequel f est continue.
-On aVz e R, |f(x)| < |z|, donc par pincement, la fonction f est bien continue en 0.

- Soit € R*. Supposons par 'absurde f continue en z. On sait que Q et R \ Q sont denses dans R.
11 existe donc une suite de rationnels (7, )nen telle que lim, oo 7 = 2. Alors & = lim,, 1 oo f(rn) = 2.
Et une suite d’irrationnels (s,)nen telle que limy, 4o 85, = . Alors = limy, 4 o f(sn) = 0.

D’oul une contradiction, car z # 0.
k 1

2) a) On prend r, = —, ot kp, = 1+ [nz|. Onar, — — <z <7p,, donc lim,, 1007 = 2.
n n

b) v/2 est par définition un minorant de A, et par a), v/2 est adhérent 4 A. Donc o = /2.
[2"A]
27'L
D’autre part, A C [0,1], donc A C [0, 1] par passage & la limite des inégalités larges.

3) a) Soit A € [0,1]. On a A = lim,, 4 et on a0 < [2")\] <27 donc A € A.

b) On fixe z et y. On pose A ={A € [0,1] | fAz+ (1= AN)y) < Af(z)+ (1 =N f(y)}.

- Montrons que A vérifie les propriétés du a) : On a bien 0 et 1 € A, car f(x) < f(z) et f(y) < f(y).
Soient A € A et p € A. Posons m = (A + p).

Alors z=mx + (1 —m)y = %()\:13 +(1-=Ny) + %(,u
On en déduit que f(z) < %()\f(x) +(1=Nf(y)+
Donc m € A.

z+ (1 —py).
Mo + (1= p)y) = mf(x) + (1 —m)f(y).

- Par a), A est dense dans [0, 1].
On utilise pour conclure la continuité de f : Silim, 100 Ap = A et VR € N, A\, € A, alors :
f(/\$ + (1 - /\)y) = limy, 400 f()‘n$ + (1 - )\n)y) < limy, 4 oo /\nf(x) + (1 - /\)fn(y) = )\f(SC) + (1 - A)f(y)

4) a) Ay(n) =P, n(n — 1)..,]6(!” —k+1)

est un polynéme en n de degré p.
Ap(n)
27),

b) La suite (up)nen converge, donc est bornée. On pose M = sup |uy] .

=0.

Par croissances comparées, on a donc lim,_,

Soit € > 0. Il existe un rang p tel que Vk > p, |ug| < e.

heo (MM iy (M)E _ Ap(n
Pour n > p, on a |wy| < kgn(k) + Pztll K- < gi )

Ap(n)
2n

M+, car 30 (7) < 2™

Par a), pour n assez grand, on a M < € pour n assez grand, d’ou on obtient |wy| < 2e.

Comme 2¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on en conclut lim, 4w, = 0.

5) Remarque : De fagon pragmatique, on peut se douter que 1’équivalent est celui obtenu lorsqu’on prend pour

a"tl —1 aL
(wn)nen la suite constante de valeur L, et on obtient alors une somme géométrique S,, = L T~ 1 a™.
a— a—

Interprétation du phénoméne : est la valeur moyenne de wy, pondérés par a*, pour 0 < k < n.

__n
> k0"
Comme a > 1, le poids porte asymptotiquement principalement sur les termes d’indices “grands”.

Sn an—i—l
=n—5 = L, dou S, ~
Y b0 a—1

Remarque : La démonstration se fait par une preuve de type Cesaro (en se ramenant au cas L = 0) :

Donc limy, 1 o L danslecasou L >0, et S, =o0(a")si L=0.

On prouve d’abord que si L = 0, alors S,, = 0 (a™). On se raméne ensuite a ce cas en écrivant u, = L + wy,.



6) a) A est non vide (car 0 € A) et est majoré par 1, d’ou l'existence de a.

b) - Supposons f(a) # 0. Par continuité, f(¢) # 0 au voisinage de a.

Or, ce voisinage contient nécessairement un élément a € A, car « est adhérent a A.

Comme f admet un nombre fini de zéros sur [0, a] et ne s’annule pas sur [a, o], alors o € A.

- Supposons f(«) = 0. On fait le méme raisonnement, mais avec un voisinage contenant « comme seul zéro. Donc

on obtient aussi o € A.

¢) Supposons par I'absurde « < 1.

Alors, sur un intervalle [o, a + €], ot € > 0, f admet ou bien aucun zéro ou bien « comme seul zéro
Comme « € A, le segment [0, a] contient un nombre fini de zéros.

Donc [0, @ + €] admet aussi un nombre fini de zéros.

On en conclut a4+ ¢ € A, ce qui contredit la définition de . Donc o = 1.

7) Soit a € A. Posons b= f(a) € B.

Comme B est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que [b —¢e,b+ €| C B.

Comme f est continue, il existe a > 0 tel que f([a —a,a+a]) C [b—e,b+¢].
Donc [a — a,a+ a] € f~1(B) = A. Donc A est ouvert.

Autre preuve : On a aussi R\ A = f~1(R\ B).

11 suffit donc de prouver que I'image réciproque d’un fermé est un fermé.

Pour alléger les notations, supposons désormais B fermé. Montrons que A = f~1(B) est fermé.
Soit (an)nen une suite d’éléments de A = f~1(B) convergeant vers a.

On a f(a) = lim,— 40 f(an) € B = B, donc a € A, ce qui permet de conclure.

8) a) On a f(a) < g(a)+ |f(a) — g(a)| < supg+ M, donc sup f <supg + M.

De méme, supg < sup f + M. D’ou [sup f —supg| < M.

On a inf f = —sup(—f).

En appliquant ce qui précéde a (—f) et (—g) qui vérifient la méme hypothese, on a donc |sup f — sup g| < M.

b) On fixe z et y, et on applique a) aux fonctions f: A =R a+—— |z —aletg: A—R a+r— |y —al.
On a bien |f(a) — g(a)| < ||z — a| — |y — a|| < |z — y| par la seconde inégalité triangulaire.

On a d(x,A) =inf f et d(y, A) = inf g, donc on déduit de a) que |d(z, A) —d(y, A)| < |z —y|.

c¢) On considére f: R - R z+— d(z, A). Par b), f est continue car lipschitzienne.
D’autre part, f(z) = 0 ssi d(z, A) = 0, c’est-a-dire ssi x € A = A. D’ou le résultat.
fO)+ f(2¢) _ f(2¢)

9) a) Supposons 0 < ¢ < % On a f(c) < 5 =5 donc f(2¢) > 2f(c).

1 d+1
Supposons 3 < ¢ < 1. On prend d tel que T ¢, c’est-a-dire d = 2¢ — 1.

fd)+ f(1)
2
Posons M = sup f. Supposons par 'absurde M > 0. Par Weierstrass, il existe ¢ tel que f(c) = M.

Et il existe donc d tel que f(d) > 2M, ce qui est absurde. Donc M = 0, et ainsi f < 0.

Onabien 0 <d<1let f(c) < , d’ott on déduit bien f(d) > 2f(c), car f(1) =0.

b) On considére L la droite d’interpolation de f en 0 et 1.
9(x) +9(y)
2

, car il y a égalité pour L.

L’application g = f — L vérifie aussi g (m —;— y> <

Par a), g < .0, c’est-a-dire f < L.



