
Interrogation no24 bis. Corrigé

Exercice A

1) a) L�application t 7�! (cos t)x = ex ln cos t est continue sur ]0; �2 ] et tend vers 0 lorsque t! 0+:

D�où l�existence de F (x) comme intégrale d�une fonction continue sur un segment.

Avec le changement de variable u = cos t, avec u 2 [0; 1[, on a t = arccosu et dt = �dup
1� u2

:

Donc F (x) =
R 0
1

�ux dup
1� u2

=
R 1
0

uxp
1� u2

du.

b) Posons 8u 2]0; 1[, f(u; x) = uxp
1� u2

=
ex lnup
1� u2

: On a :

- Pour tout u, l�application x 7�! f(u; x) est de classe C1 sur [0;+1[, et @
nf

@xn
(u; x) =

(lnu)nuxp
1� u2

:

- Les applications u 7�! @nf

@xn
(u; x) =

(lnu)np
1� u2

sont intégrables sur ]0; 1[.

En e¤et,
(lnu)nuxp
1� u2

= O

�
1p
u

�
en u = 0+ et

(lnu)nuxp
1� u2

= O

�
1p
1� u

�
en u = 1:

- Pour tout x 2 [0;+1[,
����@nf@xn

(u; x)

���� � (lnu)np
1� u2

= 'n(u) et 'n sont intégrables sur ]0; 1[.

Donc F est C1 sur [0;+1[, et F (n)(x) =
R 1
0

(lnu)nuxp
1� u2

du =
R �=2
0 (ln cos t)n dt, avec u = cos t:

2) Avec u = 1� t

x
, on a F (x) =

1

x

R x
0

�
1� t

x

�x dt

(2t=x� t2=x2)1=2
=

1p
x

R +1
0 g(t; x) dt:

avec g(t; x) =
�
1� t

x

�x 1p
t(2� t=x)1=2

si t < x, et 0 si t > 0:

- 8t > 0, limx!+1 g(t; x) =
e�tp
2t
:

- Pour tout x > 0, jg(t; x)j � e�t=2p
t
= '(t), avec ' intégrable sur ]0;+1[.

(Remarque : l�inégalité résulte de 8t < x, x ln
�
1� t

x

�
� �t et de 2� t

x
� 1 ).

Par cv dominée, limx!+1
R +1
0 g(t; x) dt =

R +1
0

e�tp
2t

dt =
1p
2
�

�
1

2

�
=

r
�

2
: Donc F (x) �+1

r
�

2x
:

3) F (x+ 2) =
h
�ux+1

p
1� u2

i1
0
+ (x+ 1)

R 1
0

ux � ux+2p
1� u2

du = (x+ 1) (F (x)� F (x+ 2)) :

Donc F (x+ 2) =
x+ 1

x+ 2
F (x). Donc F (x+ 2n) = F (x)

Qn
k=1

�
x+ 2k � 1
x+ 2k

�
:

Par 2), on a F (x+ 2n) �+1
r

�

4n
, on conclut que

Qn
k=1

�
x+ 2k � 1
x+ 2k

�
� 1

2F (x)

r
�

n
:

4) a) - On obtient
R 1
0 (lnu)

n du = (�1)n
R +1
0 tne�t dt = (�1)nn!, avec u = e�t:

Comme u 7�! (lnu)n est de signe constant,
R 1
0 jlnuj

n du = n!:

Remarque : On peut aussi calculer
R 1
0 (lnu)

n du par IPP.

- D�autre part,
R �=2
0

1p
1� u2

du = [arcsinu]
�=2
0 = 1:

b) On coupe l�intégrale en deux : sur chaque partie, l�une des fonctions est bornée et l�autre intégrable :

On a 8u � 1

2
,

jlnujnp
1� u2

�
p
2 jlnujn et 8u � 1

2
,

jlnujnp
1� u2

� (ln 2)np
1� u2

:



Donc F (n)(0) �
p
2 jlnujn + (ln 2)np

1� u2
= O(n!) +O(1) = O(n!):

c) On a
uxp
1� u2

=
ex lnup
1� u2

=
P+1
n=0 !n(u), avec !n(u) =

(lnu)nxn

n!
p
1� u2

:

On a
R +1
0 j!n(u)j du = O(xn) lorsque n! +1 par b).

On en déduit que pour jxj < 1,
P+1
n=0

R +1
0 j!n(u)j du converge.

Par le théorème ITT, on a pour jxj < 1, F (x) =
P+1
n=0 anx

n où an =
R +1
0

(lnu)n

n!
p
1� u2

du:

Remarque : La majoration de F (n)(0) en tant que telle ne permet pas de prouver que f est DSE.

Exercice B

Remarque : Si P = �Xk + :::, on a f(P ) = �kXk�1 + ::: Donc deg f(P ) � degP .

La matrice de f dans la base canonique est triangulaire supérieure de coe¢ cients diagonaux (0; �; 2�; :::; n�):

1. a) On a !0(t) =
�t+ � � 1

t
= �+

� � 1
t
. Donc !(t) = ke�tt(��1), avec k > 0:

b) L�intégrale est impropre en 0 et en +1. On a R(t) = O(1) en t = 0 et R(t) = O+1(tm) où m = degR:

!(t) R(t) = O(t(��1)) et donc
R 1
0 R(t) !(t) dt converge absolument par comparaison avec l�intégrale de Riemann.

Comme � < 0, !(t) R(t) == O+1(t�2), donc par comparaison, l�intégrale
R +1
1 R(t) !(t) dt converge absolument.

2. Remarque : Soient P et Q 2 En. On a P (t)Q(t)!(t) = O(!(t)) en 0+ et P (t)Q(t)!(t) = O+1(t2n !(t)):

Par 1.b),
R +1
0 P (t)Q(t) !(t) dt est donc convergente. La bilinéarité et la symétrie de h ; i sont évidentes.

D�autre part, comme ! > 0, hP; P i � 0; et hP; P i = 0 ssi 8t 2]0;+1[; P (t)2 = 0, donc ssi P = 0 (polynôme nul).

On a hf(P ); Qi =
R +1
0 (aP 00 + bP 0) Q ! =

R +1
0 P 00Q a! +

R +1
0 P 0Q b!:

En intégrant par parties sur [";A], on a
R A
" aP 00Q ! = [P 0(aQ!)]A" �

R A
" P 0(aQ!)0:

Compte tenu de 1.b), on a [P 0(aQ!)]+10 = 0. Donc
R +1
0 aP 00Q ! = �

R +1
0 P 0(aQ!)0:

D�autre part, on a
R +1
0 P 0(aQ!)0 =

R +1
0 P 0Q0(a!) +

R +1
0 P 0Q(a!)0:

Or, on a (a!)0 = a0! + a!0 = b!, donc
R +1
0 P 0(aQ!)0 =

R +1
0 P 0Q0(a!) +

R +1
0 P 0Q b!:

On en conclut que
R +1
0 aP 00Q ! = �

R +1
0 P 0Q0(a!):

3. a) On déduit de 2.b) que hf(P ); Qi = hP; f(Q)i, c�est-à-dire f est un endomorphisme symétrique.

Par le cours, tout endomorphisme symétrique en dimension �nie admet une base orthonormée de vecteurs propres.

Les vecteurs propres, qui sont ici des polynômes, ne peuvent être tous de degré < n, car sinon, ils ne pourraient

former une base de En. Donc f admet un moins un vecteur propre de degré n. En le normalisant (c�est-à-dire en

le divisant par son coe¢ cient dominant), on obtient le vecteur propre Bn cherché.

La valeur propre cherchée est �n = �n d�après la remarque préliminaire.



b) L�endomorphisme conserve le degré, donc pour tout 0 � k � n, f induit un endomorphisme sur Ek:

Cette restriction est symétrique (pour le produit scalaire sur Ek).

Donc f admet un vecteur propre Bk de valeur propre �k = �k.

La famille de vecteurs propres (Bk)0�k�n ainsi construite est bien de degrés échelonnés, et comme les valeurs

propres �k sont distinctes, alors elle est orthogonale (car les sev propres d�un endomorphisme symétrique

sont orthogonaux et plus précisement en somme directe orthogonale).

Remarque : Bn est orthogonale à l�hyperplan En�1 = Vect(B0; B1; :::; Bn�1). Et Xn �Bn 2 En.

Donc Bn est le projeté orthogonal de Xn sur (En�1)?. Ainsi, (Bk)0�k�n est la base orthogonale obtenue en

appliquant à la base canonique (Xk)0�k�n le procédé d�orthogonalisation de Gram-Schmidt.

4. a) Par Leibniz,
dn

dxn
(xne�x) =

Pn
k=0

�
n
k

�n!
k!
xk(�1)ke�x.

Donc Ln(x) =
Pn
k=0

�
n
k

�n!
k!
(�1)n�kxk, polynôme de degré n et unitaire.

b) Comme Ln est de degré n et unitaire, il su¢ t de prouver que hLn; Qi = 0 pour tout Q 2 En�1:

On a hLn; Qi =
R +1
0 Ln(t)Q(t) e

�t dt = (�1)n
R +1
0 g(n)(t)Q(t) dt, où g(t) = tne�t.

En intégrant n fois par parties, on obtient : hLn; Qi =
Pn�1
k=0(�1)n�k[g(n�k�1)(t)Q(k)(t)]

+1
0 +

R +1
0 g(t)Q(n)(t) dt:

Il su¢ t pour conclure de justi�er que tous les termes du second membre sont nuls.

Comme degQ < n, alors Q(n) = 0, donc
R +1
0 g(t)Q(n)(t) dt = 0:

D�autre part, pour tout j < n, g(j)(t) est de la forme Cj(t)e�t, où Cj est un polynôme de degré n admettant 0

comme racine d�ordre n� j. Donc g(j)(0) = 0 et g(j)(t) = O+1(tne�t), d�où [g(n�k�1)(t)Q(k)(t)]+10 = 0:

5. a) Le coe¢ cient en tn de  est dn = (n+ 1)ncn+1 + (n+ 1)cn+1 � ncn = (n+ 1)2cn+1 � ncn:

b) Deux séries entières coïncident (sur un voisinage de 0) ssi elles ont les mêmes coe¢ cients.

On a  = �' ssi 8n 2 N, cn+1 =
�+ n

(n+ 1)2
cn, donc ssi cn =

c0
(n!)2

Qn�1
k=0(�+ k):

Le rayon de convergence de la série entière ainsi dé�nie est toujours R = +1 (par le critère de d�Alembert lorsque

les � n�appartiennent pas à Z� ; lorsque � 2 Z�, les solutions sont polynomiales.

On en déduit que tout réel � est valeur propre et que le sev propre E� est une droite vectorielle.


