Interrogation n°23 bis. Corrigé

Premier probléme. Théoréme central limite (pour les transformées de Fourier)

1
1) On a V(Z,) = a2V(S,) = a2ne, donc on prend o, = ﬁ.
2) a) "X est d’espérance finie car |¢"X| < 1. Par le th du transfert, B(e"'X) = 3720 ape’™.
b) Posons fn(t) _ aneit:cn_ Alors fé(t) _ Z'.’L'naneitx” et f;:(t) = —xianeitxn.

Comme E(|X|) et E(X?) sont finies, les séries > f/.(t) et > f/(t) convergent absolument.
De plus, Y728 sup,cp | £2(t)| = 320 22a, = BE(X?) < +o0.

n=0*"n

Donc Y f// converge normalement sur R. Donc f est C? et on peut dériver sous .
Ainsi, ¢'(t) = iE(XeX) et ¢ (t) = —E(X2%e"X). En particulier, p(0) = 1, ¢/(0) = 0 et " (0) = —E(X?).
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3)Onaz,=>,_, ﬁ. Donc exp(itZy,) = [[,_; exp <zt\/ﬁna> .
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Donc ¢,(t) = E <eXp (Zt\/ﬁa>) = <\/%J> .
4) a) Par le bindme, (14+2)"—1=>}_,; (Z)zk, donc [(1+2)" =1 <>, (Z) ]z\k =(1+|z))"—1.
b) Par a), |(1+ 2,)" — 1| < (1 + |z,|)" — 1.

Comme les

sont indépendants, alors les exp (it > le sont aussi.

Or, |z, = 0 (%), donc (1 + [2,])" — € =1, d’0tt limy—yo0 [(1 + 20)" — 1] = 0, c’est-a-dire limy,—4o0(1 + 2,)" = 1.

c) Onayn:(1—%—1—0(%))(1—1—%—1—0(%)),doncynzl—i—o(%).

Par b), limy, 00 (¥n)™ = 1, c’est-a-dire lim,, o0 (1 + 2,)" = e*.

5) On a p(h) = ¢(0) + h¢/(0) + 3h2¢"(0) + 0 (h?) = 1 + ihpu — $h%02 + 0 (h?)
Donc ¢(t) = (1 — 5=t + 0 (2))" — exp(—1t?) d’apres 4).

Second probléme.

1) P(X > K) = Y3 %51 P(X = k) converge vers 0 comme reste d’une série convergente.
Donc il existe K tel que P(X > K) < e.

Pour chaque k£ < K, on a par hypothese lim,_, |P(X, = k) — P(X = k)| = 0.

Donc par linéarité de la limite (somme finie), lim,— 4 Zi{zo |P(X, =k)—P(X =k)|=0.
Donc pour ng assez grand, Zf:o |P(X,=k)—P(X =k)| <e.

2) 1x,ea —1xea = (Ix,eanr + 1x, canp) — (Ixeanr + Lycanr) -

Donc par inégalité triangulaire, 1x,c4 — 1xeca < 1x,eanF — lxeanr + aneAmf + 1ycan-
De plus 1y cqnp < 1x c7 €t lycunp < lxea.

Donc P(X, € A) — P(X € A) < P(X, € ANF)— P(X € ANF) + P(X, ¢ F)+ P(X ¢ F).
dot P(X, € A)— P(X € A) < |P(Xn € ANF) — P(X € ANF)| + P(X, & F) + P(X ¢ F).
On peut permuter les roles de X,, et X, d’oll on conclut.

3)Ona: |P(X, € ANF)-P(X € ANF) <YK P(X,=k)— P(X =k) <& par 1)

On a aussi P(X > K) <e.

Et enfin P(X,, > K) <2, car P(X, >K)-P(X>K)=P(Xe€F)-P(X,eF)<e.



Exercice A. Transformée de Laplace d’une v.a. de loi géométrique

1) On considére une v.a. X de loi de Poisson 73()\) ou A > 0. On utilise le th du transfert.

La série >, .y P(X =n)e" =e Yy —— ‘ A ZneN
En effet, >~ .y P(X =n)|e*"] = ZneN P(X = n)eRe(z)” =e” exp()\eReZ).

converge absolument.

On en déduit que exp(zX) est d’espérance finie, et que

E(exp(zX))

= exp(—A + Ae?)

Remarque : En fait, F(exp(zX)) = Gx(e*

BOY) g iz, = V) L

x x2
Par Bienaymé-Tchebychev, P(|Z, — 1] <¢) <

—
~—

2) a) E(Zn) =

b) Soit t > 0, P(Z, > 1+ ¢) = P(exp(tZ;) > exp(t(1 +¢)).

E tZ,

Comme exp(tZ;) > 0, alors par Markov, P(exp(tZ;) > exp(t(1 +¢)). < % = (e’ —1~t—et)
e X

c) La fonction ¢(t) = (e! — 1 —t — et) vérifie p(t) ~ —et en t = 0.

Donc ¢t > 0 assez petit, on a ¢(t) < 0. Il suffit donc de prendre p = (t) pour conclure.
Exercice B

1) a) Reésulte de (cf en fait inégalité de Cauchy-schwarz) : E(|X,, — X|)? < E((X,, — X)?) — 0.
b) Résulte de I'inégalité de Markov :

E(lX,—-X
Comme | X,, — X| >0, alors P(|X,, — X| >¢) < EllXn = X)

€

— 0.

¢) On suppose f lispchitzienne de rapport k et on pose M = sup |f]|.

Posons A,, 'événement |X,, — X| > ¢ et Y,, la variable |f(X,) — f(X)|

Comme |E(f(X,)) — E(f(X))| = |E(f(Xn) — f(X))| < E(Y,), il suffit de prouver que lim,,_, 1+ E(Y,) = 0.
Or, Y, = Yyl + Vil Ona E(Yla,) < EQM .1a,) = 2M P(A,).

D’autre part, si |X;,, — X[ < ke, alors Y, < ke, donc E(Y,,.15-) < ke P(A,) < ke.

On en déduit que E(Y,) < 2M P(A,,) + ke < (k+ 1)e pour n assez grand.

On en déduit que lim, 1o E(Y,) = 0.

2) Ona E(X,)=2""_—— !

=1let BE(X2) = (2nt1)2 - =ontl

2n+1 2n+1

D’autre part, P(|X,,| > ¢) vaut 0 si < ¢ et vaut 1 sinon, donc lim,, . P(|X,| > ¢) = 0.

2n+1
On en déduit que (i) et (ii) sont vérifiées et que (iii) et (iv) ne le sont pas.



