Interrogation n°23. Baréme sur 24.5 pts
Exercice A. Théoréme du transfert [1.5 pt]

Soient une variable aléatoire X : 2 — E et f: F — R, ou E est un ensemble au plus dénombrable.

On considére la variable aléatoire f(X). Enoncer le théoréme du transfert.
Exercice B. Formule de Wald [7 pts]

On suppose des variables aléatoires entiéres indépendantes N et X, oi n € N.

On suppose les X,, de méme loi que X. On pose Vn € N, a, = P(N =n) et | S, =Y ;_; Xi|et|S = 25:1 Xk

1) Montrer que P(S =k | N =n) = P(S, = k)

2) Montrer que V¢ € [—1,1], Gs(t) = E(t°) = Gn(Gx(t)). On utilisera le théoréme de Fubini.
3) En déduire que si X et N sont d’espérances finies, alors E(S) = E(N)E(X).

Exercice C. Cas particulier de transformée d’Abel [3.5 pts]

Soit (R, )nen une suite positive et décroissante. On pose Vn > 1, a,, = R,—1 — Ry, > 0.
On suppose que > R,, converge.

1) Montrer que si la série ) R;, converge, alors la série ), -, na, converge.
Indication : Exprimer la somme partielle >";_, kay, en fonction de Ez;é Ry.

2) Montrer que la suite (nR,,),en converge, et montrer que >, >3 na,, = Z:i% R,.
Exercice D [2 pts]

Soit X une variable aléatoire réelle. Soit f : R — R continue et bornée. On pose || f||,, = supg |f|-

Soient 1 € R et ¢ > 0. Il existe donc a > 0 tel que Vo € R, |z — u| < a=|f(z) — f(p)] <e.
Montrer que [E(f(X)) = f(u)] < +2 £l PIX -yl = a).
Exercice E. Cas particulier du lemme de Borel-Cantelli [3.5 pts]

Soit (Ap)nen une suite d’événements mutuellement indépendants d’un espace probabilisé.
On pose a, = P(A,,) et on suppose que Vn € N, a,, < 1.
Montrer que P({J, ey An) = 1 ssi >4 P(Ay) = +0c.

Exercice F  (extrait ENS MP 2015) (%) [7 pts]

Soit X une v.a. réelle a valeurs dans [—m,m], ot m > 0. Les deux questions sont indépendantes.
e —1—-z

1) On pose Vz € R*, f(z) = 5

a) Montrer que f se prolonge en ine fonction de classe C'*° sur R.

b) Montrer que f(X) < f(m).

c¢) On suppose F(X) =0 et £(X?) = 1. Déduire de b) que E(exp(X)) <1+ f(m).
2) On suppose seulement E(X) = 0.

En utilisant une inégalité de convexité, montrer que F(exp(X)) < 1(em +e ™).
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Indication : Ecrire © € [-m,m] comme valeur moyenne de m et de —m.



