Interrogation n°22 bis. Corrigé
Exercice A.

1) On considere f,(z) =sin(nz). On a f, € E, et ||fn]l =1 et N(fn) =1+ n.
N(fn)
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2) L’équation homogene a pour solution y'(x) = ke®. Avec y(z) = z(x)e®, (S) s'écrit 2/'(z)e” = f(x).

Les solutions de (S) sont donc les y(z) = e” (k + [ f(t)e™" dt).

Donc limy,— 4 = +o00, et ainsi, N et || ||, ne sont pas équivalentes sur E.

3) ¢ est bien définie car t — e~! f(t) est intégrable sur [0, +o0[ (car f bornée).

¢ est solution de (S) en prenant k = — 0+°° f(t)e™ dt.

4) Pour tout x > 0, on a |p(z)| < €* f;oo et 1fllse dt < | flls -
Et comme ¢'(z) = p(x) + f(x), alors |¢'(z)] < 2| f]|o - Donc N(¢) <3 || f|l., et K = 3 convient.
Remarque : En fait, ¢ est 'unique solution de (S) qui est bornée, car les autres solutions sont les ¢(x) + ke®, avec

k # 0, donc qui divergent en +oco0.

Exercice B

1) Pour construire (k,1), on choisit k, et a k fix¢, il y a (n — k4 1) choix pour [.

Donc card A = 373 _o(n—k+1) =37 (i +1) = 3(n+1)(n +2).

2) a) On choisit un point arbitraire (zg,yo) € 2. Comme 2 est ouvert pour toute norme, donc pour la norme
|| loo, donc il existe une boule [zg — €, 20 + €] X [yo — €, yo + €] incluse dans .

A fortiori, I x J =|xg — e, x0 + €[x]yo — €, yo + £[ convient.

b) P(x,y) = 1o Ax(y)z”*, ou A(y) = 378 aksy' polynome en y de degré < n — k.

Soit yo € J. On aVz € I, P(x,yp) = 0, et comme I est infini, alors Ax(yo) = 0 pour tout k € [0, n].
On fait varier yo dans J infini, donc tous les coefficients de Aj, sont nuls. Donc les aj,; sont nuls.

¢) On considére u : RA = (ak,l)(k,l)eA — B, (ak,l)(k,l)eA — P(x,y) = Z(k,l)eA am:nkyl

u est linéaire surjective (par def de E,,), et par b) appliquée a Q = R2, elle est injective.

Donc u est un isomorphisme et dim FE,, = dim(R%) = card A.

Exercice C
1) La fonction In est concave sur |0, +ool, car In” < 0.

1 1 1 1
Donc pour x et y > 0, In <xp + yq> > —1In(2?) + — In(y?) = In(zy).
p q p q

1
Comme exp est croissante, on obtient xy < —aP 4+ —y?. L’inégalité est immédiate si x = 0 ou y = 0.
p q
2) Si X et Y est presque strement nulle, il en est de méme de XY et on a E(XY) = 0.

Supposons donc que ce n’est pas le cas. Alors E(X?) > 0et E(Y?) > 0.
X Y < 1 XP n 1 Y¢
(XP)VP E(Y9)l/e = pE(XP)  qE(Y9)

Par 1), on a
E

E(XY) < 1 N 1 _1
E(Xp)l/pE(Yq)l/q “p q B

Par linéarité et croissance de ’espérance, on obtient bien



