Interrogation n°22. Baréme sur 25 pts
Exercice A (inspiré Centrale MP 2017 et Centrale PSI 2015)

Soient X et Y deux v.a. a valeurs dans N. On suppose connue (cf interro n°21 bis) l'inégalité
Vie[-1,1], |Gx(t)—Gy(t)| <2P(X #Y).

On considére une suite de variables entiéres Z,, : 2 — N d’espérances finies telles que

ZE ) < 40

On pose Vn € N, X, = Z?:o Z;.

Pour tout w € Q, la suite (X, (w))nen est donc croissante et & valeurs entiéres.

Ainsi, (X, (w))nen est soit stationnaire soit tend vers +o0o. On note X (w) la valeur limite (finie ou infinie).
1) [0.5 pt] Montrer que ¥Yn € N, P(Z, # 0) < E(Z,).

2) [2.5 pts] Montrer que lim,, 4 P(X, = X) =1 et en déduire que P(X < 4o00) = 1.

Ainsi, X est presque siirement finie, et on peut considérer X comme une variable & valeurs entiéres.

3) [0.5 pt] Montrer que la suite de fonctions (G, )nen converge uniformément vers Gx sur [—1,1].

4) [1.5 pt] Un exemple. Soit une série convergente ) An de réels strictement positifs.

On suppose ici que les Z,, sont indépendantes, et que Z, suit la loi de Poisson de paramétre A,,.

Montrer que X suit une loi de Poisson de paramétre p = ZJ“X’ An.

5) On revient au cas général.

a) [1 pt] Montrer que Vk € N, Vn e N, |P(X,, > k) — P(X > k)| < P(X,, # X).

Indication : On pourra utiliser des fonctions indicatrices.

b) [1 pt] Sachant lim,,_ o P(X, # X) = 0, montrer que YK € N, S0 P(X > k) < S0 E(Z,).
c) [1 pt] En déduire que X est d’espérance finie et que E(X) = > E(Z,).

Exercice B. Calcul de l'intégrale de Gauss a 1’aide d’une intégrale paramétrée

Le —x2(1+t2)
1) [3.5 pts] On pose Vo > 0, A(z (fox nd dt) et B(z) = fo Wdt'

Montrer que A et B sont de classe C1, et que Vo > 0, A'(x) = —B'(z).

Indication : On pourra notamment faire intervenir le changement de variable s = tx.

1
2) [2.5 pts] On pose G = f+°° ~* dt. Déduire de 1) que G = 5\/77



Probléme. Convolution (inspiré Mines PC 2010)

1 1 .’L'2 —+o00
1) On considére Vz € R, G(z) = ez exp (—2>. On admet que [7>° G(z) do = 1.

a) [2 pts] Calculer fj;o xG(x) dz et fj;o 22G(z) dx.

1 2
b) [0.5 pt] Pour A > 0, on pose Gx(z) = NorsY exp (;) . Calculer fj;o xG\(z) dx et fjoooo 22G)\(z) dx.
T

Pour la suite de l'exercice, on utilise les notations suivantes :

- On note L I'ensemble des fonctions continues positives p : R — R telles que fj;o p(t) dt = 1.

- On note E 'ensemble des fonctions continues f : R — R vérifiant lim, o f(2) = limy— oo f(z) = 0.
On sait que toute fonction f € E est bornée, et on munit £ de la norme infinie || f||,, = supg |f].

On admet que toute fonction f € E vérifie la propriété d’uniforme continuité :

Pour tout ¢ > 0, il existe o > 0 tel que ¥(z,y) € R?, |z —y| <a=|f(z) - f(y)| <e.

2) Pour f € Eet pe L, on pose Vz € R, | (f *xp)(x) = f_Jr;o flz —1t)p(t) dt|.

a) [1.5 pt] Justifier I'existence de (f * p)(z) pour tout x € R et la continuité de (f * p) sur R.
b) [1 pt] Soit € R. Montrer que lim, o (f *p)(z) = .0.

Remarque : On montre de méme (admis ici) que lim,_,_(f * p)(x) = .0.

3) Pour p € L, on considére 'endomorphisme T), : E — E f+— f*p.

On admet que T, 0T, =T, 0T, pour toutes fonctions p et ¢ € L.

On note T} I'endomorphisme obtenu en composant n fois I'endomorphisme 7).

2) 0.5 pt] Montrer que Vf € B, |Ty(f). < |l

b) [2.5 pts] Montrer que Vn € N, Vf € E, HTz’f(f) - T(?(f)Hoo <n||Tp(f) — Ty(f)ll o -

4) On considere f € E et p € L. On pose Va > 0, Vo € R, p,(t) = ap (at).

a) [1 pt] Soit = € R.

Montrer & I’aide d’un théoréme de convergence dominée que lim, o0 (f * pa)(z) = f(z).
b) [0.5 pt] Soit r > 0. Montrer que flt\zr pa(t) dt converge vers 0 lorsque a tend vers +o0.

c) [1.5 pt] Montrer que (f * p,) converge uniformément vers f sur R lorsque a tend vers +oo.



