Interrogation n°21 bis. Corrigé
Exercice A
Aj e . .1 s
1) On a bj; = xaij (la multiplication & droite par P multiplie la j-iéme colonne par ;).
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2) a) Compte tenu de a), il suffit de trouver des A; tels que Vj € [1,n —

[b; b,
On considere donc A\; = 1 et Vj € [1,n — 1], Aj41 = |2}, ce qui est valide car =~ > 0.
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b) Par a), A est diagonalisable car semblable a une matrice symétrique réelle.

D’autre part, pour tout A, on a rg(A — Al;) > n — 1 car les b; non nuls peuvent jouer le role de pivots.
Donc pour toute valeur propre A, dim Ker(A — A\I,,) = 1, c’est-a-dire le sev propre E) est une droite.

On en déduit que A admet n valeurs propres distinctes, et donc le polyndéme caractéristique est scindé a racines

simples sur R.

Exercice B

1) P(A) — P(B) = E(14) — E(1p) = E(1a — 1p).

Or, |14 — 1| = 1,5 + 155, Donc |[P(A) — P(B)| = |E(1a — 1p)| < E(|1a — 15|) = P(AN B) + P(AN B).
2) Ona Vt € [-1,1], [Gx () — Gy (1)] < X% [P(X = n) — P(Y = n)|.

Par a), |[P(X =n)—P(Y =n)|<P(X =n,Y #n)+ P(X #n,Y =n).

Or, par o-additivité, > /20 P(X =n,Y #n) = P(X #Y) et de méme 3 720 P(X #n,Y =n).

Donc on obtient bien Vt € [—1,1], |Gx(t) — Gy ()| < 2P(X #Y).

Exercice C

1) a) on note Ay, ..., A\, les valeurs propre de A, avec A\? > \3 > ... > A2,

On se place dans une BON formée de vecteurs propres de A.

En notant (z1, ..., z,) les coordonnées de x dans cette base, on a || Az||* = 320, A2x?.
Donc ||Az||* < A2 ||z||>. Avec égalité lorsque z est un vecteur propre de valeur propre A;.
Donc Na(A) = [M| = supyegp(a) [Al -

b) Il existe A € Sp(A) tel que Na(A) = |A|. Notons & = (x1, ..., ) un vecteur propre.
On a Az = Az, donc A\x; = Z?zl a;jz;. On considere ¢ tel que |z;| = maxi<j<p |z;]|.

Comme x n’est pas nul, alors |z;| > 0, donc [A[ < Y77, |ajj| <> i1 =n.Dou Ny(A) <n.
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Cas d’égalité : Si on a égalité, on a nécessairement dans 'inégalité précédente les |z;]|.

quitte & divisier X par une constante non nulle, on peut supposer que Vj, |z;| = 1.

Comme Vi, nx; = 2?21 a;;x; , alors les a;jx; sont de méme signe que x; et a;; = &1.

Donc a;; = x;zj, c’est-a-dire A = XXT.

Réciproquement si A = X X7 avec X vecteur appartenant a {=1,1}", alors A admet bien X comme vecteur propre
de valeur propre n (car AX = XXTX = X || X|?> = nX) et ainsi No(A) = n.

En conclusion, les cas d’égalité sont les matrices symétriques de rang 1 & coefficients dans {—1,1}.
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2) ch(t) = % ( )' <y an' — exp <;t2>,
car Vn € N, 2"n! =2 x4 X 6 X ... X (2n) < (2n)!

3) a) On a par la formule du transfert E(exp(bv)) = %eb + e~ =chb.

b) On a u 27 Az = Do UTiT A = Y0 ur?a; + 2 D i< UTiT;aij.

Comme les v.a. a;;, avec ¢ < j, sont indépendantes, les exp(ux;z;a;;) le sont aussi.

Donc E(exp(u 7 Az)) = [[lL, E(uz?a;) [Li<; EQ2uzizjai;) = [ iz, ch(uziz;) [, ; ch(2uwizjaij).

c¢) D’ou, par 2), on obtient :

E(exp(u 27 Az)) < exp <; S ulat + >icy 2u23312x§> < exp (Z?:l uxd + Dici 2u2x3x§)

Or, par Fubini, S0 af +2 3, 2u%a?a? = ¥, ; a%a? = (5,02) (3, 22) = llel3 ll2)3 = Jl2ll3.

Donc E(exp(u 7 Az) < exp(u? ||z|3).

4) a) On a Yu > 0, P(z7 Az > a/n) = P(exp(u 2T Az) > exp(uay/n)) car t — exp(ut) strict croissante.
On a exp(u o7 Az) variable positive, donc par Markov et par 3) c),

E(exp(u 2T Az))
exp(uay/n)

b) On choisit © > 0 de sorte & minimiser u —— u? Hx||;l — uay/n.

ayn

1> et on déduit de a) I'inégalité demandée.
2|l

P(exp(u 2T Az) > exp(uay/n)) < < exp(u? ||z3 — uar/n)

On prend donc u =
5) En effet, A et —A ont méme loi, donc 27 Az et —27 Az ont méme loi.

Donc P(z? Az < —an/n) = P(2T Az > ay/n).

Remarque : De fagon générale, une somme de variables aléatoires symétriques et indépendantes est symétrique.

1
6) a) Soit x € S. Il existe k € [1, N] tel que ||z — v, < 3

Posons y =z — vy On a [y" Ay| = [(y, Ay)| < [lylls [ Aylly < Na(A) [lyl5 < 5 Na(A).

Ne i

1
of Ay| = [y Ave| < Na(4) gl llowll, < 5Na(A)

Or, 2" Az = (y +v)T Ay + vi) = vf Avg +y" Ay + vf Ay + y" Avy..
7

1 1 1
Donc }.’KTAZ“ < "U%A’Uk‘ + §N2(A) + gNg(A) + gNQ(A) < My + §N2(A)

2
b) Par a), Na(4) < gNQ(A) + My, donc Nao(A) < —My, et ainsi (N2(A) > t) C (MA > 9t> )

N | ©

¢) (Ma > By/n) = Up<pen (|vf Av| > Bv/n) .

La probabilité d’une union est inférieure ou égale a la somme des probabilités.

2
Done P(Ma = Avi) < 52N | P(uT Avy, > By/i) < 2N exp <_ﬂ4”> _

Par b), P(N. ()>a\f)<P(MA>29\/ﬁ)§2NeXp<—a821n>SQeXp<<lOg7—gj> )

2
Il suffit donc de choisir « tel que log7 — g—l < 0, c’est-a-dire a > 94/log 7.



