Interrogation n°21. Corrigé
Exercice A. Matrices de Hadamard

1) AT A est la matrice des produits scalaires canoniques (A;, 4;) .

On a |(A;, Aj)| < n car (A;, Aj) s’écrit comme somme de n termes appartenant a [—1,1].

On a ainsi N_(ATA) <n. On prend alors X = E;. Alors AT AF; est la premiére colonne de AT A.
Donc tous ses coefficients sont < n en valeur absolue, c¢’est-a-dire HATAEIHOO <n.

On conclut : k= k| E]_ < HATAE1HOO < n.

2) a) On a tr(ATA) =Y, . a;a;, donc tr(AT A) < n?.

i?j
b) Soit X un vecteur propre de AT A de valeur propre M.
On a |[[ATAX| = [X||X]|_, et comme ||X| >0, alors n < [A| car |[ATAX| >nlX]_ .

Comme A est symétrique positive, alors n < A.

¢) Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de ATA. On a Vj, A\; > n mais tr(ATA) = Z?Zl Aj < n?.
On en déduit que Vj € [1,n], A\; = n.

Donc AT A, qui est diagonalisable, admet n comme unique valeur propre. D’ott AT A = nl,.

En particulier, on a Vj, A;fAj =3, a?j = n, et comme agj < 1, alors a?j = 1 pour tous (4, 7).

On a donc bien |a;;| =1 = 1.

3) a) A doit étre de la forme v/2U, ot U € O(R) matrice orthogonale.

Donc les matrices 2-Hadamard sont les A = (£X,£Y) et (£Y,£X), avec X = < 1 > et Y = ( 1 > .
Il y a donc 8 matrices 2-Hadamard.
b) Supposons que A,_; est une matrice n-Hadamard de M,,(R) avec m = 2P~1.

Api | =4y
Ayt | Aps

Alors A, = < > € M, (R) est n-Hadamard avec n = 2m = 2P.

Exercice B
1) Comme (}) > 1, alors k!(n —1)! < n! d’ou le résultat en composant par ¢ — t* croissante sur RT.
2) a) La fonction nulle appartient a G5(7T').

Soient f et g € G4(T) et (\,p) € R2. Tl existe M, N, R et S > 0 tels que

M(n!)®
Rn

N(n!)®
gn

Vn € N,Vt € [0, 7],

)| < et o)1) <

Posons m = max(M, N) et r = min(R, 5).

Posons F(t) = Af(t) + pg(t). On a ‘F(n)(t” < m(|A| + |u|)(n!)s'
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3) a) Soit (t,x) € [0,T] x [0,4o00] Posons a,, = f(Q(:L))' On a |a,| < M(n (; I = |by| .
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— 0, donc par D’Alembert, la série > b,, converge.

Par comparaison, Y a,, converge absolument, d’ou I'existence de H (¢, x).

Remarque : Ainsi, a t fixé, le rayon de convergence de la série entiére (en z) vaut +oo.
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b) Posons F,(z,t) = () o)l
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- 0F,
La série t — Y oy — 5 " (z,t) converge normalement sur [0, 7] :
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De plus, la série x — > 872”(1', t) converge normalement sur tout segment [—p, p|.
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En effet, ¢, = sup,e_, a2 " (z, t)‘ h et comme au a), la série ) ¢, converge.
O*H O*H g2 2 " OH
e — () () = S0 f(nt1) -7
Donc 92 existe et on a o o5 Ut )(2n—2)! 2o JUTH(t) ol o
0’H
Autre argument pour — :
0z?

L’application en z est par aa) une série entiére de rayon de convergence R = +o0.

Elle est donc par le cours de classe C*, et on peut dérivéer x —— H(t,z) terme & terme.

c¢) Pour prouver la continuité de H, on utilise la caractérisation séquentielle :

Supposons limy_, o (g, zx) = (t,z) dans [0,7] x R.

Posons A, (k) = Fy,(tg, ). On a limg_ 4o Ap(k) = Fo(t,x).

La suite (|zx|)ken est majorée par un réel p.

M(nh)s 2n
On aVk eN, |A, (k)| < a, = R(nn(;f;' et par a), la série > a, converge.
n)!

Par le th de la double limite (ici pour une série de fonctions de la variable entiére k), on a :

limg 4 00 ZZSE) An(k) = :Lri% limy_ oo An (k). Donc limy, 400 H(t, ) = H(t, ).



