Interrogation n°20. Corrigé
Exercice A

1) a) T est bien définie car A; est 'univers entier.

T est une v.a., car (T > k) = Ay est bien un événement.

b) Pour k >n+1, P(T > k) =0.

Pour k € {0,1,...,n}, P(T > k) = H§:1 P(A; | Aj_1) par la formule de I'intersection.
—j+1 !

Donc P(T > k) = [I* noJtl_ n

= ~(n—k)nk’

nombre de k-uplets injectifs dans F

Remarque : On peut aussi utiliser P(T > k) =

nombre de k-uplets dans F

1
Donc E(T) =31 o P(T > k)= (n!) > 1, ;= (n!) > ro gl P changement de variable.

nk(n — k)!

xk k' n!

2)Ona(1+%) =k 0() e *, donc I =375 0() = Zk 0 (n— k)b’

Remarque : Le changement de variable x = /nt donne le résultat souhaité.
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3) a) Vt € [0, +ool, fI(t) = < = f{(t), car <1 + > <(1+1t).
T () Tt T v
vn
b) Comme f,(0) = f/(0) = 0 de de méme pour fi, alors en intégrant deux fois l'inégalité du a), on obtient

fI(t) < f1(t), et on conclut en composant par exp (qui est croissante).

t n
4) P F(t)=(1+—) eV
) Posons F,(t) ( + \/ﬁ> e

1
Pour tout ¢t € [0, 4o00[ fixé, on a : nln <1 + ) = /nt — 7t2 +o0 () lorsque n tend vers +o0.
Vi Vi
1 1 1
Donc F,(t) = exp <—2t2 +o <\/ﬁ>> — exp <—2t2> lorsque n — +00.

D’autre part, par 3), F,(t) < Fi(t) = (1 +t) e !, qui est intégrable sur [0, +oo].

On en conclut par convergence dominée que lim,, .y f0+°° Fu(t) dt = f0+°° e~ /2 d.
Exercice B

1) Par continuité de ¢’ en 0, il existe a > 0 tel que ¢’ est positive sur [0, a].
Donc ¢ est croissante sur [0, a], et ainsi positive car ¢(0) = 0.
2) Posons ng = [2]. La série tronquée Y onsn, (1) (7) vérifie le critére spécial des séries alternées :
= n
x T x .
On a Vn > ng, — < — < a. Donc (gp (—)) décroit. Elle converge vers 0. Donc la série converge.
n n>ng

no n

x
3) Montrons que la série converge uniformément sur tout segment [0, zo]. Posons Ry, (z) = 72 (—1)"p (—) .

n

Considérons ny = L%w Alors ¥Yn > ng, Ya € [0, zo], |[Rn(x)] < ¢ (%) < (%) .

x
Done Vn > ng, Sup,efo zo) [Bn(T)] < ¢ (—0) — 0 quand n — +oo. D’oul la cv uniforme, et la continuité de f.
’ n

Exercice C

1) Supposons (i). Alors X ~Y + Z, et comme Y et Z indépendantes, donc Gx(t) = Gy (t)Gz(t).



Comme Y et Z ne sont pas nulles, Gy et GGz ne sont pas constantes.

Réciproquement, supposons (ii).

Alors Gx(t) = f(t)g(t), avec f et g séries entieres a coefficients réels positifs. Comme f(1)g(1) = 1, alors on se
rameéne au cas f(1) = g(1) = 1 en divisant f(¢) et g(t) respectivement par f(1) et g(1). Par les propriétés 1 et 2, il
existe Y et Z indépendantes telles que Gy (t) = f(t) et Gz(t) = g(t), c’est-a-dire X ~ (Y + Z).

2) On prend Y — B(m,p) et Z — B(n —m,p), avec 0 < m < n.

On a bien Gx(t) = (¢+pt)" = (g +pt)™ (¢ + pt)" ™ = Gy (t)Gz(t). On conclut avec 1).

3) On prend Y — P(u) et Z — P(A — u), ot on choisit p vérifiant 0 < A < p.

) Gx(t) =31 +t+24+ B3+t +0) et 1+t + 2+ B3+t +15) = 1+t +2)(1+ 7).

On a ainsi Gx(t) = 3(1+¢+1%) x 3(14¢3). Donc X est décomposable d’aprés la question 1).

in/4 Bim/4

5) Les racines complexes de 1+ t* sont e et leurs conjugués.

Donc (1+t*) = (14 2cos(%)t +t2)(1 — 2cos(F)t + %) = (1 + V2t + t3)(1 — V2t + ¢2).
Comme les facteurs sont irréductibles, c’est 'unique facon (a scalaire prés) de décomposer (1+t%) en produit de deux

polyndmes non constants. Comme 'un des facteurs n’est pas a coefficients tous positifs, X n’est pas décomposable

lorsque Gx (t) = (1 +t*). Remarque : L'existence d’une telle v.a. X résulte de la propriété 2.

Exercice D

Soit f(z) = j{i% apx™ une série entiere non constante de rayon R > 0 et vérifiant ap = 1.
1k
1) La suite (by)nen est définie par récurrence forte : bg = 0 et b, = a,, — Z:é —bray_-
n

2) a) On obtient donc |b,| < |an| + 3724 bk |an_| par inégalité triangulaire et LEQY

b) Sn(p) = > ko |bk] pk < > h—o |ax] ok + > k=0 Z;:é (‘bj| PJ) (|ak—j’ Pk_j) .

Or, 3730 3250 (1051 27) (law—s1 p77) < 32550 (Ibsl o7) Ko (lail o) < Alp) 2556 (1031 7)) -
Donc S, (p) < A(p) + A(p)Sp—1(p), c’est-a-dire 1 + S, (p) < 1+ A(p)(1 + Sp—1(p))-

b) Il suffit de prouver le résultat par récurrence. On a bien 1+ Sy(p) = 1.
A" =1 _ A(p)"' -1
Alp) -1 Ap) —1

Remarque culturelle : On peut le trouver en utilisant la méthode de variation de la constante, appliquée a wu, =

Si la propriété est vraie au rang n — 1, on obtient 1 + Sp(p) < 1+ A(p)

14 Sp(p) qui verifie : upt1 < 1+ A(p)uy, et on pose up, = A(p)"ky,.

8) On a: byp™ < Su(p) = O(A(p)"), donc b, = O <<A£p)>n>

p /
Donc ) b,x" converge absolument pour |x| < ——. Donc R’ > —— > 0.
2 NP AG)

4) Pour |z| < min(R, R’), on a f'(z) = f(x)¢'(x) par produit de Cauchy et la relation initiale définissant les b,. On

conclut f(x) = exp(g(x)) en notant que f(0) = 1.



