Interrogation n°20. Baréme sur 23.5 pts

Exercice A. Nombre d’essais nécessaires pour retrouver une valeur déja obtenue‘ [6 pts]

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit (X;);>1 des variables i.i.d qui suivent la loi uniforme sur E.

On note Ay I'événement : “ X1, X, ..., X;, sont deux a deux distincts 7. On note Ay, = Q\ 4.

OnaQ=A4y=A41 D42 ..D04,DApy1 =0. On pose |T = min{k € {2,....,n+ 1} | A} |

1) a) [0.5 pt] Justifier que (T" > k) est un événement. Ainsi 7' est une variable aléatoire.

b) [2 pts] Pour k € N, évaluer P(T' > k). En déduire que | E(T) = —

k

nl —, n +oo T\
2) [1 pt] On pose I,, = v Y b0 i Montrer que I, = |, (1 + E) e " dx.

t n
On en déduit (admis ici) que I,, = \/nJ,, ou|J, = f0+°° <1 + f) eVt qt|.
n

3) [1 pt] On pose Vn € N*, Vt € [0, +00[, fn(t) =nln <1 + \;ﬁ) — /nt.

t n
Montrer que f/(t) < f{'(t). En déduire (1 + \F) e Vit < (1+4t)et.
n

4) [1.5 pt] Montrer que |limy,—, 400 Jp, = 0+°° e /2 gt .

Epilogue culturel : On sait que f0+°° e /2 gt = \/Z On en déduit donc I, ~ %

’Exercice B Etude d’une série de fonctions‘ [4 pts]

Soit ¢ : [0, 4-00[— R une fonction de classe C!. vérifiant ©(0) = 0 et ¢'(0) > 0.

1) [0.5 pt] Montrer qu’il existe a > 0 tel que ¢ est croissante et positive sur [0, a].

X

2) [1.5 pt] Soit = > 0. Justifier I'existence de f(z) = >+t (~1)"p (%)

3) [2 pts] Montrer que f est continue sur [0, +o0[.

’Exercice C. Variables aléatoires décomposables‘ [6.5 pts]

Rappel : On note X ~ Y’ pour signifier que les deux v.a. X et Y ont méme loi.
On pourra utiliser les deux propriétés suivantes supposées connues (et au programme officiel) :

Propriété 1 : Etant données N variables aléatoires Y7, ..., Vi, il existe un espace probabilisé (2,7, P) et N variables

aléatoires X1, ..., Xy mutuellement indépendantes telles que pour tout k € [1, N], Xy ~ Y.



Propriété 2 : Etant donnée une suite de réels positifs (a,)nen vérifiant ;:i% an = 1, il existe une variable aléatoire
X : Q — Ntelle que Vn € N, P(z = n) = a,, c'est-a-dire V¢ € [-1,1], Gx(t) = 31 ant™.

Soit X une variable aléatoire entiere (c’est-a-dire & valeurs dans N). On dit que X est décomposable ssi il existe deux

variables aléatoires entiéres indépendantes et non nulles Y et Z telles que X ~ (Y + Z).

1) [2 pts] Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est décomposable

(ii) Gx est le produit sur [—1, 1] de deux séries entiéres non constantes et a coefficients positifs.
2) [1 pt] Soient n > 2 et p €]0,1]. On suppose : X — B(n,p) loi binomiale. Montrer que X est décomposable.
3) [1 pt] Soit A > 0. On suppose : X — P()\) loi de Poisson. Montrer que X est décomposable.

4) [1 pt] On suppose que X suit la loi uniforme sur {0, 1,2, 3,4,5}.

Expliciter Gx (t). Montrer que X est décomposable (ind : utiliser 'écriture t¥ = 34", avec r € {0, 1,2}).

5) [1.5 pt] Donner la factorisation dans R[¢] du polynéme 1+ t* en produit de facteurs irréductibles.

En déduire I'existence d’une v.a. non nulle qui n’est pas décomposable.

’Exercice D. Logarithme d’une série entiére‘ [7 pts] (extrait Mines PSI)

Soit f(z) = > a,2™ une série entiére non constante de rayon R > 0 et vérifiant ag = 1.

1) [1 pt] Montrer qu'il existe une unique suite (b, )nen vérifiant by = 0 et
n
vn € N*, na, = Z kbran,—k
k=0

2) Soit 0 < p < R. Posons Sy(p) = S1_o [0k 0¥ et A(p) = 120 |an| p" > 1.
a) [0.5 pt] Montrer que |b,| < |an| + 3728 [bran gl -

b) [1.5 pt] Montrer que Sn(p) < A(p) + A(p)Sp-1(p).

A(p)n+1 -1

¢) [1 pt] En déduire que 1 4 S,(p) <
) [ pt] ()< =2

+

3) [1.5 pt] Montrer que Y b,z admet un rayon de convergence R’ > 0. On pose g(z) = > % bpa™.

4) [1.5 pt] En utilisant une équation différentielle, montrer que V |z| < min(R, R'), f(x) = exp(g(z)).



