Interrogation n°19 bis. Corrigé

Exercice A. Etude d’une intégrale paramétrée

t$—1 x—1 1
1) ™0 t*=2 intégrable sur ]0,1] car z — 2 > —1 et i O 400 <t2> intégrable sur [1, 4o00].
Donc J(z) existe pour tout x > 1.
tmfl
2) Posons f(t,z) = - T On a:
6 J—
671 1 t’ntxfl
- Pour tout ¢t > 0, z +— f(t,xn) est de classe C™ et a—;j(t,;p) = (net)—l'
- Pour tout > 0, les t — W(t’ x) sont continues (par morceaux) sur |0, +0ool.
x

on Int)” tafl tbfl
- Pour tout n € N*, pour tout = € [a,b] C|1,+o0], a—i(t,m) < (Int) (t 1+ ) =, ().
x et —

On choisit ¢ de sorte que —1 < c < a — 2.
1
Onag,(t)=0({t)ent=0et ¢,(t) =0 1 <t2> . Donc ¢,, est intégrable.

Donc J est de classe C°.
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On a f0+°° }tac—le_nt‘ dt = 0+Oo tz—l e—nt dt = E f0+oo uFe—t duy — (:g]cj) .
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La série ) éf) converge car x > 1. Par le th ITT, on a donc J(z) = :2 (smi—l) =T(z)¢().

Exercice B

1) On pose X }(A) ={we Q| X(w) € A}

- py est a valeurs positives et uy (F) = P(2) =1

- o-additivité : Si (4;);es famille au plus dénombrable de parties de E disjointes, les X 1(4;) sont des événements
disjoints, donc ,UX(UieI Aj) = P(X_l(UieI 4;)) = P(Uie[ X_l(Ai)) = Zie[ P(X_l(Ai)) = Zie[ px (Ag).

Donc py est bien une loi sur (E,P(E)).

2) a) On a puy(A) = P(X € A) = E(lxea).

Donc [jux (4) — iy (4)] = |E(Lxea) — E(Lxea)| = | (1xea — Lyea)| par linéarite.

Par inégalité triangulaire, |E (1xea — lyea)| < E(|1xea — lyeal).

b) Posons Z — [1xea — lycal. On a Z(w) = { (1) :n(OXn(w) EAetY(w)¢ A)ou (X(w)¢ Aet Y(w) € A)
Lorsque (X (w) € A et Y(w) ¢ A), alors on a nécessairement X (w) # Y (w).

On en déduit que Z < 1xzy. Par croissance de 'espérance, on obtient |uy(A) — py (A)] < P(X #Y).

Comme la propriété est vraie pour tout A C E, on a bien |[puxy — py || < P(X #Y).

3) a) Comme (X, (w))nen est stationnaire, {n € N | X,,(w) # X (w)} est majoré (donc finie)

Donc il est soit vide soit admet un maximum. Donc L est bien définie & valeurs dans N.

Pour n € N*, (L =n) = (X, # X) N (Ng>n X, = X) est un événement dans (€2, 7)) comme intersection dénombrable
d’événements. Donc L est une variable aléatoire sur (2,7, P).

b) On a X, (w) # X (w) = L(w) > n, cest-a-dire (X,, # X) C (L > n).

D’ou le résultat par croissance de P.



c) Par 2) b) et par 3) b), ||ux, — px|| < P(Xn # X) < P(L >n).
On a Npen(L > n) =0, et la suite ((L > n))nen est décroissante pour P'inclusion.

Par continuité décroissante, on a donc lim,_, 4 P(L > n) = 0. D’ou lim,,_, 4 o H“Xn — /LX}} =0.

Exercice C

(k) n(n n+k—
1) f<t>:(1_1t)n=z;°gcktk, e = L0 _ et et k= D) _ ey
2) ) () Zk opq 1
— (1) = P4 Qe 2 " q 2 _ 1 2
E(X)—so(l)—(l_q) ) t B(X?) =¢'(1)+¢"(1) = p+ B

Remarque : Sans utiliser ¢, on a B(X) = Y/ P(X > k) = 3720 ¢F+1.

b) On a ¢,,(t) = ¢(t)", donc par 1), on obtient P(S, = k) = (k+” 1)p q~.

3) a) E(Sn) = X1y B(Xjn) = n® — A,

n

b) P(S, =k) = (k:?_l;l) (pn)"(1 — pn)k-

‘ AE B - nk
On a limy—soo(pa)" = €M et (1=pa)f ~ Tt (5071) = (371 ~ o5
)\k6_>\
Donc limy, o0 P(Sy = k) = 7 Ainsi la loi de (Sy,)nen converge vers la loi de Poisson P())

Issi(Xe€AetY ¢A) ou(X¢AetY € A)

0 sinon
Or, XeAetY¢AUX¢gAetY cA)C(X#Y). Dou le résultat.

Donc P(X #Y) = E(lxzy) 2 E(|1xea — lyeal) 2 [E(1xea — lyea)| = [P(X € A) = P(Y € 4)].

4) a) |1xea — lyca| vaut {

Remarque : On utilise ici I'inégalité triangulaire : |E(Z)| < E(|Z]).

b) si Xj + ...+ X, # Y1 + ... + Y, alors nécessairement, il existe k tel que (X # Yi).

Donc (X1 + ... + Xp # Y1 + ... +Y5) C Ujcpen (Xi # Yi). Dot le résultat.

5) Posons Sy, =Y 1y Xin €t Tnn = > oy Zin-

T, suit une loi de Poisson P(ngy), qui converge en loi vers la loi de Poisson P(\), car ng, — A.

Par 4) b), P(S, # Tn) < Yj_y P(Xk # Vi) < ngy = O(y), car g, = O(;).

Pér 4)a), en prenant A = {k}, on obtient :|P(S,, = k) — P(T,, = k)| < P(S,, # T,,) — 0 lorsque n — +o0.
(ngh)e e N

Donc limy, 100 P(Sy, = k) = limy,, 4 oo P(T, = k) = lim,, 4 o . =

6) Il s’agit de comparer les lois G(p) et P(q), c’est-a-dire p, gp, gp° , ... et 79, ge™ 9, %qu*q.
Onae?>1—g=p: on peut donc choisir Z de sorte que (X =0) C (Z =0).
Idem pour ge~? > pq : on peut donc choisir Y de sorte que (X =1) C (Z =1).

Autrement dit, on choisit Z de sorte que Z(w) = X (w) lorsque X (w) € {0,1}, et ensuite on définit les autres Z(w)

de fagon indépendante de X mais de sorte que Z suive la loi P(q).

b) On aalors (X # Z) = (X > 2 et X # Z). Donc P(X # Z) < P(X >2) = 2L = 2.



