
Interrogation no19 bis

Exercice A [4 pts]

1) [0.5 pt] Justi�er avec soin l�existence de J(x) =
R +1
0

tx�1

et � 1 dt pour tout x > 1.

2) [1.5 pt] Montrer que J est de classe C1 sur ]1;+1[:

3) [2 pts] Soit x > 1. Montrer que J(x) = �(x)�(x), où �(x) =
R +1
0 tx�1e�t dt et �(x) =

P+1
n=1

1

nx
:

Exercice B [10 pts]

Soit E une partie in�nie dénombrable de R. Soit (
; T ; P ) un espace probabilisé sur lequel seront dé�nies les

di¤érentes variables aléatoires apparaissant dans la suite de ce problème. Soit X une variable aléatoire dé�nie sur

(
; T ; P ) et à valeurs dans E.

On note P(E) l�ensemble des parties de E.

On appelle loi de X l�application : �X : P(E)! R A 7�! P (f! 2 
 j X(!) 2 Ag):

1) [2 pts] Montrer que �X est une loi sur (E;P(E)):

2) a) [2 pts] Montrer que pour toutes v.a. X et Y dé�nies sur (
; T ; P ) et à valeurs dans E. on a :

8A � E, j�X(A)� �Y (A)j � E (j1X2A � 1Y 2Aj)

b) [2 pts] On pose k�X � �Y k = supA�E j�X(A)� �Y (A)j. Montrer que k�X � �Y k � P (X 6= Y ):

3) Soit (Xn)n2N une suite de variables aléatoires dé�nies sur (
; T ; P ) et à valeurs dans E.

On suppose que 8! 2 
, la suite (Xn(!))n2N est stationnaire et converge vers X(!):

On dé�nit aussi la fonction :

L : 
! N ! 7�!
(
0 si 8n 2 N, Xn(!) = X(!)

maxfn 2 N j Xn(!) 6= X(!)g sinon

a) [2 pts] Montrer que L est bien dé�nie et est une variable aléatoire sur (
; T ; P ):

b) [1 pt] Montrer que pour tout entier n 2 N, on a P (Xn 6= X) � P (L � n):

c) [1 pt] En déduire que limn!+1


�Xn � �X

 = 0:

Exercice C. Loi binomiale négative et théorème des événements rares [8 pts]

1) [0.5 pt] Soit n 2 N: Donner le DSE de 1

(1� t)n =
P+1
k=0 ckt

k : on exprimera ck par un coe¢ cient binomial.



2) [2 pts] On considère X une v.a. de loi géométrique G(p) : 8k 2 N, P (X = k) = pqk , où q = 1� p :

a) Expliciter '(t) = E(tX) pour t 2 [0; 1]. Montrer que E(X) = q

p
et exprimer E(X2) à l�aide de p et q.

b) On considère une suite (Xk)1�k�n de v.a. indépendantes de même loi que X.

On pose Sn =
Pn
k=1Xk: Expliciter �n(t) = E(t

Sn) pour t 2 [0; 1]. En déduire la valeur des P (Sn = k):

3) [2 pts] Soit une suite (pn)n2N� véri�ant pn 2 [0; 1] et pn = 1�
�

n
+ o

�
1

n

�
, où � > 0 est �xé.

On suppose, pour tout n 2 N�, une famille (Xk;n)1�k�n de v.a. indépendantes, avec Xk;n de loi G(pn) :

On pose Sn =
Pn
k=1Xk;n:

a) Déterminer limn!+1E(Sn).

b) Calculer limn!+1 P (Sn = k) pour k 2 N. En déduire que la loi de Sn converge vers une loi de Poisson.

4) [1.5 pt] Lemmes. Les deux questions sont indépendantes

a) Soient X et Y deux v.a. à valeurs dans N.

Soit A � N. Montrer que j1X2A � 1Y 2Aj � 1X 6=Y : En déduire jP (X 2 A)� P (Y 2 A)j � P (X 6= Y ):

b) Soient X1; :::; Xn et Y1; :::; Yn des v.a. à valeurs dans N.

Montrer que P (X1 + :::+Xn 6= Y1 + :::+ Yn) �
Pn
k=1 P (Xk 6= Yk).

5) [1 pt] On admet que pour toute v.a. X : 
! N de loi géométrique G(p) sur N, on peut trouver une v.a. Z : 
! N

de loi de Poisson P(q) tel que P (X 6= Z) � q2:

On reprend les notations de 3). Il existe des v.a. de Poisson Zk;n indépendantes telles que P (Xk;n 6= Zk;n) � q2n:

Retrouver le résultat du 3) b).

6) [1 pt] On souhaite prouver la propriété admise au 5). Soit X : 
! N de loi G(p).

a) Justi�er qu�il existe une v.a. Z de loi de Poisson P(q) telle que (X = 0) � (Z = 0) et (X = 1) � (Z = 1):

b) Montrer que la v.a. Z considérée au a) véri�e P (X 6= Z) � q2:


