Interrogation n°19 bis

[4 pts]
Yoo trfl

1) [0.5 pt] Justifier avec soin 'existence de J(z) = |, ] dt pour tout x > 1.
e —_—

2) [1.5 pt] Montrer que J est de classe C* sur |1, +o0].

3) [2 pts] Soit > 1. Montrer que J(z) = I'(z){(z), ou I'(z) = f0+°° t* et dt et ((x) = S !

nl

[10 pts]

Soit E une partie infinie dénombrable de R. Soit (2,7, P) un espace probabilisé sur lequel seront définies les
différentes variables aléatoires apparaissant dans la suite de ce probléme. Soit X une variable aléatoire définie sur
(Q,7,P) et a valeurs dans E.

On note P(E) l'ensemble des parties de E.

On appelle loi de X Papplication : py : P(E) =R Ar— P({w e Q| X(w) € A}).
1) [2 pts] Montrer que puy est une loi sur (E,P(E)).

2) a) [2 pts] Montrer que pour toutes v.a. X et Y définies sur (2,7, P) et a valeurs dans E. on a :

VACE, |px(A)—py(A)] < E([1xea — lyeal)

b) [2 pts] On pose [y — py |l = supacr |y (4) -y (4)]. Montrer que [|ux — py || < P(X £ Y).

3) Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur (2,7, P) et a valeurs dans E.
On suppose que Yw € Q, la suite (X, (w))nen est stationnaire et converge vers X (w).
On définit aussi la fonction :

0siVn eN, X,(w) =X (w)

L:Q—N w—
{ max{n € N | X,,(w) # X (w)} sinon

a) [2 pts] Montrer que L est bien définie et est une variable aléatoire sur (2,7, P).
b) [1 pt] Montrer que pour tout entier n € N, on a P(X,, # X) < P(L > n).

c) [1 pt] En déduire que limy, 4o ||x, — px|| =0

’Exercice C. Loi binomiale négative et théoréme des événements rares‘ [8 pts]

1
1) [0.5 pt] Soit n € N. Donner le DSE de i =372 ¢tk : on exprimera cj par un coefficient binomial.



2) [2 pts] On considére X une v.a. de loi géométrique G(p) : |VE €N, P(X = k) =pg~| ot |qg=1—p|

a) Expliciter ¢(t) = E(t*) pour t € [0,1]. Montrer que E(X) = T o exprimer F(X?) a l'aide de p et q.
p
b) On considére une suite (Xj)1<k<p de v.a. indépendantes de méme loi que X.

On pose S, = > 7_; Xi.. Expliciter ¢,,(t) = E(t°*) pour t € [0, 1]. En déduire la valeur des P(S, = k).

A 1
3) [2 pts] Soit une suite (pn)nen+ vérifiant p, € [0,1] et p, =1 — — 40 (), ot A > 0 est fixé.
n n

On suppose, pour tout n € N*, une famille (X}, »)1<x<n de v.a. indépendantes, avec | X}, ,, de loi G(py) |

On pose Sp =Y oy Xin-

a) Déterminer limy,_, o0 E(Sy).

b) Calculer lim,,_, o P(S,, = k) pour k € N. En déduire que la loi de \S,, converge vers une loi de Poisson.

4) [1.5 pt] Lemmes. Les deuz questions sont indépendantes

a) Soient X et Y deux v.a. a valeurs dans N.

Soit A C N. Montrer que [1xea — lyeca| < 1xxy. En déduire |P(X € A) — P(Y € A)| < P(X #Y).

b) Soient X1, ..., X, et Y7,...,Y,, des v.a. a valeurs dans N.

Montrer que P(X; + ...+ X, #Y1 4+ ...+ Y,) <> ) P(Xy # Yi).

5) [1 pt] On admet que pour toute v.a. X : Q — N de loi géométrique G(p) sur N, on peut trouver une v.a. Z : Q — N
de loi de Poisson P(q) tel que P(X # Z) < ¢°.

On reprend les notations de 3). Il existe des v.a. de Poisson Zj,, indépendantes telles que P(X} , # Zkpn) < Q.
Retrouver le résultat du 3) b).

6) [1 pt] On souhaite prouver la propriété admise au 5). Soit X : Q@ — N de loi G(p).

a) Justifier qu’il existe une v.a. Z de loi de Poisson P(q) telle que (X =0) C (Z=0)et (X =1) C (Z =1).

b) Montrer que la v.a. Z considérée au a) vérifie P(X # Z) < ¢°.



