Interrogation n°19. Corrigé

Exercice A. Borne de Tchernoff pour les sommes d’indicatrices

1) a) On a E(exp(tX;)) = p;et. On étudie f(t) = exp(p;(ef — 1)) — piet.

On a f'(t) = exp(p;(e! — 1)) — 1, qui est décroissante sur R~ et croissante sur RT.

On a f(0) =0, donc f est positive.

b) On a exp(tS) = exp(tX7) exp(tX2)... exp(tX,).

Comme les v.a. exp(tX;) sont mutuellement indépendantes, on a E(exp(tS)) = [[;-; E(exp(tX;)).
Par a), Bexp(tX:)) < exp(pi(e! — 1)), done B(exp(tS)) = [Ty exp(pi(e! — 1)) = exp(m(e! — 1))
c) Soit t > 0.

On a P(S > (14 90)m) = P( exp(tS) > exp(t(1l+0)m) ).

On a (exp(tS) > 0. Par Markov,

E(exp(tS)) _ exp(m(e’ —1))
exp(t(1+d0)m)  exp(t(1l+9)m)

P(exp(tS) > exp(t(1 4+ d0)m)) <

On obtient donc bien P(S > (1+ §)m) < exp(m(—t(1+9) + €' —1).

2)Ona¢/(z)=In(l+z)+1—-1=1In(1+z). Dou: ¢ () — +

3) a) On prend ¢t =In(1+06) > 0 car § > 0.
Ona—t(1+48)+e —1=—1+§)In(l+6)+3=—p(d).
Par 1) c¢), on obtient bien P(S > (1 4+ d)m) < exp(—p(d)m).

b) Comme au 1) ¢), on a :

Vi <0, P(S<(1—0)m)=P(tS>t(l—0)m)=

E(exp(tS)
exp(t(1 —d)m)
Onprend t =In(1—0) <0Ocar0<d < 1.

P(exp(tS) > exp(t(1 — 6)m)).
On obtient donc P(S < (1 —4d§)m) < ) = exp(m(—t(1 —d) + €' —1)).

On obtient bien finalement P(S < (1 — d)m) < exp(—¢(—0)m).
Exercice B. Inégalité de Hoffman-Wieland

1) a) tr((PMQ)TPMQ) = tr(QTMTPTPMQ) = tr(QT MTMQ), car PTP = I,,.

On a de plus tr(QTMTMQ) = tr(MTMQQ™) = tr(MT M), ce qui permet de conclure.

b) Il existe U € O,(R) telle que A = UTD4U et il existe V € O,(R) telle que B = VI DgV.

Par a), on a ||A — B|% = |UTDAU — VTDBVH? = |[|[DAUVT —UVTDg||.

Ainsi, la matrice orthogonale P = UV' convient.

c) On a DaP = (pijAi(A))i<i<n,i<j<n €t PDp = (pij\j(B))1<i<n,1<j<n-

Or, on a ||[M||% = 32, <; < mj, donc [[A = Bl = [DaP — PDgl% = 314 i< P5(Ni(A) = Xj(B))2.

2) a) B, (R) est une partie fermée de M,,(R), car définie par des identités stables par passage a la limite.

B, (R) est non vide car I, € B,(R).



B, (R) est bornée, car pour toute matrice M € M, (R), on a 0 < m;; < 1, donc || M|% < n.

b) L’application f est linéaire.

Donc f(M + xEji + xEj, — vEg, — v Eji) — f(M) = o(f (Ei) + f(Eji) — f(Eir) — f(Eji))-

Or, f(Ei) + f(Eji) — f(Eir) — f(Eji)

= (Mi(A4) = Ni(B))? + (N (A) = A(B))? = (Ni(A) — A(B))? = (\(4) — Mi(B))?

= —2(Ai(A)Xi(B) + Aj(A)AR(B) = Xi(A)A(B) = Aj(A)Ai(B)) = (Ai(A) = Aj(A)(Ai(B) — Ar(B)).

Donc on obtient 2z(A;(A) — Xj(B))(Ax(A) — Ai(B)), qui est < 0, car > 0, \j(A) > A\;(B) et Ap(A) < Xi(B).
c) Pour j <, on a m;; = 1, donc on a nécessairement Vk € [1,n] \ {j}, mj, =0 et my; = 0.

Autrement dit, M est de la forme ( g g
Comme m;; < 1 et que Y 7 my = > mi, = 1, il existe j > i et k > i tels que my; > 0 et my > 0.

), ou N € M,,_;(R) est une matrice bistochastique.

On a de plus mj; < 1, car sinon, on aurait mj; = m;; = 0.

On considere alors x = min(1 — my;, 1 — mjg, mji, mg) > 0.

Remarque : en fait, on a nécessairement mj; <1 —my; et mi, < 1 —mjy, donc x = min(mj;, mgy).
Ainsi, la matrice M/ = M + xEj; + 2 Ej;, — xE;, — xEj; est & coefficients positifs.

De plus, les sommes sur les coefficients des lignes ¢ et j valent bien 1 +z — x = 1.

Il en est de méme des sommes sur les coefficients des colonnes ¢ et k.

Donc M’ est bien bistochastique. On obtient dont finalement une matrice M’ vérifiant f(M’) < f(M).
d) f atteint sur B, (R) son minimum en une matrice M. Par c), On a nécessairement M = I,,.

e) Lorsque P € O,(R), on a aussi PT € O,(R).
Ainsi, les vecteurs lignes et les vecteurs colonnes de P sont de norme 1.

Donc la matrice M = (p%j) est bistochastique.
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Par 2), f(In) < [(P), et par 1) c), f(P) = A~ B}
Comme f(I,,) = 321" (Ai(A) — Aj(B))?, on conclut : Y7 (A\(A) — \j(B))? < ||A— B|%.
3) a) Ona A= PDsPT avec P € O,(R).

-1 -2 0
On note que Yk € N*, /\1(A)—|—n >)\2(A)+RT > > M(A)+ —

k
On considére Vk € N*, A, = PDAJCPT, ou DA,k = Diag()\i(Ak))lgiSn, ol )\Z(Akj) = )\1(14) +

n—i
k
On a bien limy_ o Dar = D4 donc limy_, o Ay = A par continuité de M — PMPT (linéaire).

D’autre part, on peut noter que Vi € [1,n], limg_, 400 A\i(Ax) = Ai(A).

b) On considére de méme une suite (By)gen+ convergeant vers B, avec Vi, limg_, 4o Ai(Bg) = \i(B).
Par 2), on a Vk, 31" (\i(Ar) — Aj(Br))? < || Ak — Bil 7

Par continuité de M +—— || M]||% et par passage & la limite, on obtient bien l'inégalité demandée.



