Interrogation n°17. Corrigé.

1) a) Si k > 0, les solutions paires sont les a cos(wt), ot w = Vk.
Si k = 0, les solutions paires sont les solutions constantes.

Si k < 0, les solutions paires sont les a ch(wt), ot w = v/—k, avec ch(wt) = $(e¥! + e™*1).

sin(wt) sh(wt)

b) Sik >0, y(t) = yotw=+vk Sik=0,yt)=t Sik<O0,yt) = , o0l w=+v—k.

OF
2) On considére un changement de variable F(u,v) = f(x,y) de sorte que a—f a—f apparaisse dans B
u

+
On choisit par exemple © = u et y = u + v, d’ott F(u,v) = f(u,u +v). Ainsi gF(u,v) <gf gf> (u,u+v).
u x

OF
Donc f vérifie (E) ssi S0 AF, c’est-a-dire ssi F(u,v) = k(v) eM, ot k: R — R est de classe C*.
u

On en conclut que les solutions de (E) sont les f(x,y) = k(y — x) e, ot k: R — R est de classe C.

3) a) Avec f(z) = z(x)e ", on obtient f(z) = f(0)e " +e~* [ g(t)e' dt.

Posons M = supjg ;o[ |9] - t)el dt] < [y |g(t)et| dt < Me®.

Done |f()| < |£(0)] + M = | £(0)] + M.

b) On utilise la factorisation du polynéme d’endomorphisme :
En notant D :y — ¢, on a D>+ 2D +1d = (D +Id) o (D + 1d).
Ainsi, en posant g = f'+ fet h=¢ +g,ona f" +2f + f =h.

Par hypothése h boirnée, donc par a), g est bornée,, puis & nouveau par a), f est bornée.

4) a) On pose z,, = g—z On a Y, — Yn—1 = 2"an, donc y, — yo = > _r_; 2*ay.

o Zo n ag
DOHC Iy = 27 + zk_l W

b) On a donc |z, < — =+ M > "- —J < |xo| + 2M. Donc (z,,)nen est bornée.

c¢) Par linéarité de (an)neN — (@n)nen, on peut par linéarité se ramener aux deux cas :
- Cas ol a, = L constante. Alors limy, 400 p = L Zn -0 2n 2L.

- Cas ou lim,, 1o a, = 0. Soit € > 0. Alors pour n > p assez grand lan| < e.

| 0l p1 la ]| n—1 1 |:c0| p—
Done Vn > p, |zn| < =+ 37075 T +ed i, 5 = 2n + gam pz o laj] + 2.
Donc pour n assez grand, |zn| < 3e, car limy, 400 ‘;U:ﬂ + 2n7p ijo a;| = 0. Donc lim,,—, oo zp, = 0.

5) a) A est symétrique réelle donc est diagonalisable. Notons A et p les racines de x 4.

Ona A\t =det A= —a?—b><0cardetA#0. Donc A et i sont non nuls et de signes opposés.
b) Soit Z un vecteur propre associé a la valeur propre .

Avec y(t) =tZ, ona g(y(t) =12 ZTAZ =12 (Z | AZ) = X2 || Z))* .

Done g(1(t)) = M2[|Z]]* + o (£2).

Comme M| Z||? < 0, alors g(v(t)) admet un maximum local strict en ¢ = 0.



=
c¢) Il résulte de b) que g n’admet pas de minimum local en 0. De méme, en considérant un vecteur propre associé a

N
1, on obtient un chemin prouvant que g n’admet pas de maximum local en 0.

d) Supposons que f admette en Xy un extremum local.

Alors grad f(Xo) = 0. On considére 9(X) = f(Xo+X) — f(Xo).

0% f 0% f
@(%,yo) %(fﬂo,yo)
Par le DLy, on sait que g(X) = XTAX + o (| X||*), ou A = o 82fy
m(%,yo) Tyg(ﬂcoayo)
. . . o f >’f
La matrice A vérifie les hypotheses du a), car tr A = 67342(% y) + @(m, y)=0et det A <O0.

On en déduit par ¢) que g n’admet pas d’extremum local en 0.

D’ou une contradiction.

6) a) On sait que f(Xo+ X) = f(Xo) + (grad f(Xo), X) + %XTAX + o (| X||?) lorsque X tend vers 0.
On a limy 0 tZ = 0, donc ¢(t) = f(Xo +tZ) = f(Xo) +t (grad f(Xo), Z) + %tQZTAZ + 0 (t2).
Or, par Taylor-Young, on a ¢(t) = ¢(0) + t¢'(0) + %t%p”(O) + 4o (£2).

Par unicité du DL, on obtient ¢”(0) = ZTAZ.

b) On a ¢"(t) = (Z,AZ) > 0, car A = H(X( + tZ) est symétrique positive, donc ¢ est convexe.
¢)Onprend Xo=Xet Z=Y — X. Onadonc ¢(t) = f(X +tZ) = f((1 = N)X + \Y).

Par b), ¢ est convexe, donc VA € [0,1], p(A) = o((1 — X).0+ X.1) = (1 — N)p(0) + Ap(1).

Ainsi, on obtient bien f((1 — X)X +AY) < (1 —X)f(X)+Af(Y).

d) La fonction ¢ est convexe, donc est au-dessus de sa tangente en ¢t = 0.

On a donc ¢(t) > ¢(0) +t¢'(0). Or, ¢'(0) = (grad f(Xo), Z)

Donc (1) = f(Xo+ Z) > f(Xo) + (grad f(Xy), Z), d’ou le résultat en prenant Z = X — Xj.
Lorsque n = 2, on en déduit que le graphe de la surface z = f(x,y) est au-dessus de son plan tangent en (xo,yo),
cesteaedite f(a,1) > 1(z0,90) + (o~ a0) 5 (20,30) + (0~ ) 5. (0.0

7) a) On a ||z — afl > o] — llal, donc |}z — all > & — B ot § = max(lall, ], lc]}) constante
De méme pour ||z — a|| et ||z — a||. Donc f(x) > 3(||z|| — B)P pour tout z tel que |z| > 3.
Remarque : Par pincement, f(z) tend vers +oo lorsque ||z|| tend vers +oo.

b) On pose K = {zx € E| f(z) < s}.

K est un fermé car f est continue. K est non vide car il contient 0.

K est borné : par a), pour ||z|| > r assez grand, on a f(z) > s, donc K C B(ﬁ,r).

On en déduit que K est un compact non vide, donc f atteint sur K sa borne inférieure m.
Pour z ¢ K, on a f(z) > s > m, donc m minore f sur £, d’ott on conclut m = min f.

) Considérons g(z) = ||z — all” = ((z1 — a1)? + (w2 — a2)*)""*.



Pour p > 2, application ¢t — /2 est de classe C sur [0, +o0].

Done grad g(z) = p (21 — a1)® + (@3 — a)?)"*"! ( o a ) =plle —al (@~ ).
On en déduit grad f(z) = pllz —al|’ > (x —a) +p |z = b|P > (= b) +p |z — |’ 7> (x — ¢).

Par b), f atteint son minimum en un point x. Donc grad f(x) = 6), ce qui permet de conclure.

d) Supposons par I’absurde qu'il existe deux vecteurs distincts = et y vérifiant f(x) = f(y) = inf f.
Posons z = %(a: + y). Pour conclure a une contradiction, il suffit de prouver que f(z) < f(z) = f(y).
Or, [z —al = 3 |(z —a) + (y — )|l < 5 (& —all +[ly — a])).

L’application t — P est convexe (dérivée seconde strictement positive).

Donc (3(a+ B)P) < LaP + 1P, avec égalité ssi a = f3.

En prenant a = ||z — a|| et 8 = |ly — a||, on obtient donc ||z — a||” < 1 (||z — a|” + ||y — a||?) .

En sommant les inégalités obtenues avec b et ¢, on obtient donc f(z) < f(z) + f(y).

Et il y a égalité ssi ||z —af = [ly — al|, [z = bl = [ly — bl| et [z —c| = [ly — ]|

Donc x et y appartiennent a l'intersection de trois cercles de centres a, b, c.

Si on avait x # y, alors y — x serait orthogonal a ¢ — a et b — a, ce qui est exclu.



