
Interrogation no16. Barème sur 22.5 pts

1) On munit Cp de la norme kXk = sup1�j�p jxj j, pour X = (x1; x2; :::; xp) 2 Cp.

a) [1 pt] Proposer sans justi�cation une norme d�algèbre N surMp(C) telle que

8X 2 Cp, 8(A;B) 2Mp(C)2, kAXk � N(A) kXk et N(AB) � N(A)N(B)

On considère désormais une matrice A 2Mp(C) telle que N(A) < 1 :

Soient X0 2 Cp et B 2 Cp. On considère la suite (Xn)n2N dé�nie par Xn+1 = AXn +B:

b) [1 pt] Donner sans justi�cation la propriété qui fait qu�il existe un unique vecteur Z 2 Cp tel que Z = AZ +B:

c) [1.5 pt] Montrer que limn!+1Xn = Z, c�est-à-dire limn!+1 kXn � Zk = 0:

Indication : En posant Yn = Xn � Z, exprimer Yn+1 en fonction de A et Yn:

d) [2 pts] On sait que A admet un polynôme annulateur : il existe r � p et (a0; :::; ar�1) 2 Cr tels que

Ar =
r�1X
j=0

ajA
j

On considère le sous-espace vectoriel F = Vect(B;AB;A2B; :::; Ar�1B) dans Cp:

Montrer que Z 2 F:

Indication : Noter (on ne demande pas de le justi�er) que F contient B et est est stable par f : X 7�! AX +B:

2) [2 pts] Soit f : Rn ! R x 7�! f(x) de classe C1 et  : [0; 1]! Rn de classe C1:

Soit M un réel positif. On suppose que 8x 2 Rn, kgrad f(x)k �M .

Montrer que jf((1))� f((0))j �M � L, où L =
R 1
0 k

0(t)k dt:

3) [2.5 pts] Soit ' : [0;+1[! R une application de classe C1.

On considère f : R2 ! R (x; y) 7�! '(
p
x2 + y2).

On suppose '0(0) = 0. Calculer
@f

@x
(0; 0) et montrer que

@f

@x
est continue en (0; 0).

4) [2 pts] Donner sans justi�cation les fonctions f : R2 ! R (x; y)! f(x; y) de classe C2 véri�ant (E) :
@2f

@x2
= f:

5) [2 pts] Soit f : R2 ! R (x; y) 7�! f(x; y) de classe C2:

On pose 8(a; b) 2 R2, g(a; b) = f(a+ b; ab). Exprimer @2g

@a@b
(a; b) en fonction des dérivées de f .

6) On pose U =]0;+1[�R! R. Soit � > 1.

Soit f : U ! R (x; y) 7�! f(x; y) de classe C1 véri�ant (E) : x
@f

@x
(x; y) + y

@f

@y
(x; y) = �f(x; y):

a) [1.5 pt] On pose 8(r; �) 2]0;+1[�
i
��
2
;
�

2

h
, g(r; �) = f(r cos �; r sin �).

Trouver une relation entre
@g

@r
(r; �) et g(r; �):



b) [2 pts] En déduire que f est de la forme f(x; y) = F
�y
x

�
x�.

7) [2 pts] Soit f : Rn ! R x 7�! f(x) de classe C2: On note ( j ) le produit scalaire canonique.

On suppose que 8x 2 Rn,
�
grad f(x)� grad f(�!0 ) j x

�
� 0:

En utilisant une fonction auxiliaire, montrer que 8x 2 Rn, f(x) � f(�!0 ) +
�
grad f(

�!
0 ) j x

�
:

8) Les deux questions sont indépendantes.

a) [1 pt] Soit f : Rn ! R de classe C1: On considère S le cercle unité de R2:

On pose M = supff(X), X 2 Sg. Justi�er l�existence de X0 2 S tel que f(X0) =M:

On pose X0 = (cos �0; sin �0) 2 S. Montrer que grad f(X0) est colinéaire à X0:

Indication : Considérer 8� 2 R, g(�) = f(cos �; sin �), et utiliser le fait que g atteint son maximum en �0:

b) [2 pts] Soit f : Rn ! R de classe C1:

On considère H un hyperplan a¢ ne d�équation
Pn
i=1 aixi = b, avec n = (a1; :::; an) 6=

�!
0 :

On suppose que supff(X), X 2 Hg est atteint en un point X0. Montrer que grad f(X0) est colinéaire à n:

Indication : On pourra considérer un vecteur arbitraire v dans l�hyperplan H0 :
Pn
i=1 aixi = 0:

9) Exercice supplémentaire

On considère f : U ! R de classe C1, où U est un ouvert de Rn: On suppose kgrad f(X)k = 1.

a) Soit X et Y 2 U tels que [X;Y ] � U . Montrer que jf(Y )� f(X)j � kY �Xk :

Préciser sans justi�cation les cas d�égalité.

b) Un exemple : On prend U = Rn n f�!0 g. Véri�er que f : X 7�! kXk véri�e kgrad f(X)k = 1.

c) On considère une fonction X : t 7�! X(t) véri�ant l�équation di¤érentielle X 0(t) = grad f(X(t)):

Montrer que jf(X(t))� f(X(s))j = jt� sj = kX(t)�X(s)k.

Que peut-on en déduire quant au gradient sur les segments [X(t); X(s)] ?

d) (FF) On prend U = Rn. Sans détailler tous les arguments, montrer que f est a¢ ne.

Remarque culturelle : L�exemple du b) montrer que la propriété est fausse lorsque U = Rn n f�!0 g.


