
Interrogation no15 spéci�que evn. Corrigé.

1) On a jk�!x nk � k�!x kj � k�!x n ��!x k, donc par pincement, limn!+1 k�!x nk = k�!x k :

Variante : L�application �!x 7�! k�!x k est 1-lispchitzienne (seconde inégalité triangulaire), donc continue.

2) a) Par l�inégalité des accroissements �nis, on a jf(t)� f(a)j � (b � a) sup[a;b] jf 0j, donc kfk � jf(a)j + (b �

a) sup[a;b] jf 0j :

On en déduit que k = max(1; b� a) convient.

b) Posons 8n 2 N; fn(t) = sin(nt): Pour n assez grand, N(fn) = n et kfnk = 1; donc limn!+1
N(fn)

kfnk
= +1.

On en déduit que les normes N et k k ne sont pas équivalentes.

3) a) On a N(P ) � 0: Supposons N(P ) = 0: L�intégrale d�une fonction continue positive est nulle ssi la fonction est

identiquement nulle. Donc 8t 2 [0; 1] P (t) = 0 , donc P = 0 (car P admet une in�nité de racines).

On a N(�P ) =
R 1
0 j�P (t)j dt = j�jN(P ): Et N(P +Q) =

R 1
0 j(P +Q)(t)j dt �

R 1
0 (jP (t)j+ jQ(t)j) dt = N(P )+N(Q):

Soit P =
Pn
k=0 akX

k 2 E: On a N(P ) =
R 1
0

��Pn
k=0 akt

k
�� dt �Pn

k=0

R 1
0 jakj t

kdt =
Pn
k=0

1
k+1 jakj � kPk :

b) On a Pn = (X � 1)n =
Pn
k=0(�1)n�k

�
n
k

�
Xk; donc kPnk =

Pn
k=0

�
n
k

�
= 2n: Et N(Pn) =

R 1
0 (1� t)

ndt = 1
n+1 :

Ainsi, limn!+1
kPnk
N(Pn)

= +1; donc les normes ne sont pas équivalentes.

4) Montrons que A 2M2(R) est limite de matrices diagonalisables dansM2(R) ssi A est trigonalisable, c�est-à-dire

ssi son polynôme caractéristique est scindé.

Supposons A trigonalisable. La propriété est immédiate si A est diagonalisable.

Sinon, on sait par le cours que A = P�1
�
� 1
0 �

�
P . Alors A = limn!+1An, où An = P�1

�
�n 1
0 �

�
P et

�n = �+
1

n
:

Or, An est diagonalisable, car son polynôme caractérisque (X � �n)(X � �) est scindé à racines simples.

Donc A est bien limite de matrices diagonalisables dansM2(R), car � 2 R.

Réciproquement, supposons que A soit limite de matrices diagonalisables.

Alors le polynôme caractéristique de A est limite des polynômes caractérisques des An.

Donc il est de même de leurs discriminants. Comme les discriminants des polynômes caractérisques des An sont

positifs (puisque le polynôme caractéristique sont scindés), il en est de même de celui de A. D�où le résultat.



5) On résout l�équation di¤érentielle y0 + y = f en utilisant la méthode de varaition de la constante.

En posant y(x) = z(x)e�x, l�équation s�écrit z0e�x = f(x). D�où g = u(f) est dé�ni par g(x) = e�x
R x
0 f(t)e

t dt:

Donc, 8x � 0; jg(x)j � e�x
R x
0 jf(t)j e

t dt � kfk1 e�x
R x
0 e

t dt � kfk1, car
R x
0 e

t dt � ex:

Donc ku(f)k1 = kgk1 � kfk1 et ainsi u est 1-lipschitzienne.

De plus, si f est constante de valeur �, on a limx!+1 g(x) = �, d�où ku(f)k1 = kfk1 dans ce cas.

On en conclut que jjjujjj = 1:

6) a) Posons C = AB.

On a :
Pn
i=1 jcikj �

Pn
i=1

Pn
j=1 jaijbjkj =

Pn
j=1 jbjkj (

Pn
i=1 jaij j) �

Pn
j=1 jbjkjN(A) � N(A)N(B).

b) - On véri�e d�abord que kAXk1 � N(A) kXk1.

En e¤et, en posant Y = AX, on a :

kY k1 =
Pn
i=1

���Pn
j=1 aijxj

��� �Pn
j=1 (

Pn
i=1 jaij j) jxj j �

Pn
j=1N(A) jxj j = N(A) kXk1.

- On trouve ensuite un vecteur non nul pour lequel il y a égalité :

Il existe j tel que N(A) =
Pn
i=1 jaij j.

On considère le vecteur X = Ej (vecteur canonique) : On a kEjk1 = 0 et kAEjk1 = kAjk1 =
Pn
i=1 jaij j = N(A):

d) On a kABXk1 � N(A) kBXk1 � N(A)N(B) kXk1, donc kABk1 � N(A)N(B):

7) a) b) Cas I : �A = f�I2g est fermée et bornée.

Cas II :
�
� �
0 �

�
2 �A pour tout � 6= 0, donc �A n�est pas bornée.

Et lim�!0

�
� �
0 �

�
=

�
� 0
0 �

�
=2 �A, donc �A n�est pas fermée.

Cas III :M 2 �A ssi son polynôme caractéristique admet � et � comme racines (il est alors scindé à racines simples),

donc ssi trM = �+ � et detM = ��.

En particulier,
�
� �
0 �

�
2 �A pour tout � 2 C. Donc �A n�est pas bornée (on fait tendre �! +1).

D�autre part, les relations trM = � + � et detM = �� sont stables par passage à la limite (car tr et det sont

continues), donc �A est fermée.

8) Comme A est fermé, on véri�e aisément que � 2 J , c�est-à-dire que c = a + �(b � a) 2 A. Comme b 2 B, alors

� < 1. Mais comme A est ouvert, tout point au voisinage de c appartient à A, donc �+ " 2 J pour " > 0 assez petit,



d�où une contradiction.

9) a) L�unique propriété non nécessairement véri�ée est : 8P 2 Cn[X], N(P ) = 0) P = 0. Il résulte des propriétés

d�interpolation de Lagrange qu�un polynôme de degré � n est entièrement déterminé par ses valeurs en n+1 points.

Donc une CNS est : card
 � n + 1. En particulier, si card
 < n, alors N(P ) = 0 lorsque P est le produit des

(X � z), où z 2 
:

b) On considère la norme N dé�nie en a) et la norme k kdé�nie par kPk = sup0�k�n jakj lorsque P =
Pn
k=0 akX

k:

Comme Cn[X] est de dimension �nie, les normes sont équivalentes.

Donc il existe k > 0 tel que 8P 2 Cn[X], N(P ) � k kPk : Or, pour tout P 2 En, P est unitaire, donc kPk � 1:

On en conclut que 8P 2 En, N(P ) � k. Donc infP2En (supz2
 jP (z)j) > 0.

10) a) On a 8a 2 A, f(a) � g(a) +M .

Donc 8a 2 A, f(a) � sup g +M , c�est-à-dire sup f � sup g +M:

Comme f et g jouent un rôle symétrique, on a aussi : sup g � sup f +M: Donc jsup f � sup gj �M:

On a donc aussi jsup(�f)� sup(�g)j �M , en appliquant la propriété aux fonctions f et g:

C�est-à-dire : jinf f � inf gj �M , car sup(�f) = � inf f:

b) Soient x et y 2 A.

On va appliquer a) à f : A! R et g : A! R dé�nies par f(a) = jx� aj et g(a) = jy � aj :

On a jf(a)� g(a)j � jx� yj par la seconde inégalité triangulaire.

Par a), on obtient bien jd(x;A)� d(y;A)j � jx� yj :

11) a) Soit a et b 2 C. On a a = limn!+1 an et b = limn!+1 bn, avec an et bn 2 C.

Pour � 2 [0; 1], x = (1� �)a+ �b = limn!+1(1� �)an + �bn et (1� �)an + �bn 2 C, alors x 2 C:

Donc C est convexe.

b) Soit a et b intérieurs à C. Alors il existe " et "0 > 0 tels que B(a; ") et B(b; ") sont incluses dans C.

Quitte à prendre le minimum des deux, on peut supposer " = "0. Posons x = (1� �)a+ �b, où � 2 [0; 1].

Alors B(x; ") est inclus dans C. En e¤et, tout élément z 2 B(x; ") s�écrit x+ u, avec kuk � ".

On a z = (x+ u) = (1� �)(a+ u) + �(b+ u): Comme a+ u et b+ u 2 C, alors x+ u 2 C. D�où le résultat.


