
Interrogation no15 spéci�que sur les espaces vectoriels normés

1) [0.5 pt] Soit (�!x n)n2N une suite d�un evn (E; kk) convergeant vers �!x . Démontrer que limn!+1 k�!xnk = k�!x k :

2) [2 pts] On note E = C1([a; b];R) le R-ev des applications de classe C1 sur [a; b].

Pour tout f 2 E; on considère les normes kfk = sup[a;b] jf j et N(f) = jf(a)j+ sup[a;b] jf 0j :

Déterminer un réel k tel que 8f 2 E, kfk � kN(f). Les normes k k et N sont-elles équivalentes ?

3) On note E = R[X], et 8P =
Pn
k=0 akX

k 2 E, kPk =
Pn
k=0 jakj et N(P ) =

R 1
0 jP (t)j dt:

a) [2 pts] Justi�er (brièvement) que N est une norme sur E, et montrer que 8P 2 E; N(P ) � kPk :

b) [1.5 pt] En considérant Pn = (1�X)n, montrer que les normes k k et N ne sont pas équivalentes.

4) [1 pt] Soit A 2M2(R). Donner une CNS sur A pour que A soit limite de matrices diagonalisables dansM2(R):

5) [2 pts] On considère E le R-espace vectoriel des fonctions continues et bornées de [0;+1[ dans R.

On munit E de la norme kfk1 = supfjf(t)j ; t 2 [0;+1[g.

Pour tout f 2 E, on dé�nit u(f) l�unique fonction g : [0;+1[! R véri�ant g(0) = 0 et g0 + g = f:

Expliciter u(f), et montrer que u : E ! E est bien dé�nie et 1-lipschitzienne, et en déduire la norme triple jjjujjj:

6) (inspiré des concours Centrale et X PC )

Soit n 2 N�. On noteMn(C) le C-espace vectoriel des matrices carrées d�ordre n:

Pour A = (aij)1�i�n;1�j�n 2Mn(C) , on pose N(A) = max1�j�n
Pn
i=1 jaij j :

Pour tout vecteur X = (xi)1�i�n 2 Cn; , on pose kXk1 =
Pn
i=1 jxij :

Attention : Les questions a) et b) sont indépendantes.

a) [1.5 pt] Montrer que pour toutes matrices A et B 2Mn(C), N(AB) � N(A)N(B).

b) [2 pts] Montrer que N(A) = supX 6=0
kAXk1
kXk1

: On trouvera un cas d�égalité.

c) [1 pt] Déduire de b) une nouvelle preuve de la propriété du a).

7) Soit A 2M2(C) une matrice d�ordre 2 à coe¢ cients complexes.

On considère trois cas :



Cas I : A = �I2 ; Cas II : A =
�
� 1
0 �

�
; Cas III : A =

�
� 0
0 �

�
avec � 6= �.

On note �A la classe de similitude de A, c�est-à-dire : M 2 �A ssi 9P 2 GL2(C), M = P�1AP .

a) [1.5 pt] Déterminer dans chaque cas si �A est une partie bornée deM2(C).

b) [1.5 pt] Déterminer dans chaque cas si �A est une partie fermée deM2(C).

8) [1 pt] On pose E = Rp.

On veut prouver que ; et E sont les seules parties à la fois ouvertes et fermées de E.

On veut prouver qu�il existe une partie A de Rp telle que d�une part A et B = E nA sont ouverts et fermés (du fait

du propriété du complémentaire), et d�autre part A et B non vides.

On considère a 2 A et b 2 B.

En considérant � = supJ , où J = f� 2 [0; 1] j a+ �(b� a) 2 Ag, aboutir à une contradiction.

9) Soit 
 une partie de C. On note En l�ensemble des polynômes unitaires de degré n.

a) [1 pt] Donner sans justi�cation une CNS sur 
 pour que N(P ) = supz2
 jP (z)j dé�nisse une norme sur Cn[X]:

b) [1 pt] (F) On suppose que a) est véri�é. Démontrer que infP2En (supz2
 jP (z)j) > 0:

10) a) [1.5 pt] Soient f et g : A! R.

On suppose que 8a 2 A, jf(a)� g(a)j �M , où M est un réel �xé.

Montrer que jsup f � sup gj �M , et en déduire : jinf f � inf gj �M:

b) [1 pt] Soit A une partie non vide d�un evn E. Pour x 2 E, on pose d(x;A) = inffkx� ak, a 2 Ag:

Déduire de a) que l�application D : R! R x 7�! d(x;A) est 1-lipschitzienne, c�est-à-dire

8(x; y) 2 R2; jd(x;A)� d(y;A)j � jx� yj

11) Soit C une partie convexe de E.

a) [1 pt] Démontrer que l�adhérence de C est convexe.

b) [1.5 pt] (F) Démontrer que l�intérieur de C est convexe.


